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1 Desigualdades elementares

Ao longo deste material, discutiremos o caso geral da
desigualdade entre as médias aritmética e geométrica, e
também faremos algumas aplicacoes dessa desigualdade.
Para iniciar, vamos recordar o caso particular que foi apre-
sentado no final da aula anterior: se z e y sao ntiimeros reais
positivos quaisquer, entao

r+y
5 = VY- (1)
Na desigualdade acima, % e /2y sao denominadas, res-

pectivamente, média aritmética e média geométrica dos
reais positivos z e y. Generalizando esses conceitos, sejam
1, T2, ..., T, DUMeros reais positivos quaisquer. Defini-
mos a média aritmética de z1, o, ..
real positivo

., T COMO O NUMEro

1+ 220+ ...+ 2y
- .

Também, definimos a média geométrica de z1, xo, ...,
T, como o real positivo

/L1T2 ... Ty

A seguir, apresentamos o caso geral do resultado conhe-
cido como a desigualdade entre as médias aritmética e
geométric:

Teorema 1. A média aritmética dos nimeros reais positi-
V0S8 X1, T2, ..., Tn € mator do que ou igual a sua média
geométrica, ou seja,

1+ 220+ ...+ 2y
n

> Yoixy ... Ty (2)

Além disso, vale a igualdade em (?7) se, e somente se,
L1 =T =...=Tp.

Inicialmente, demonstraremos um caso particular do te-
orema, qual seja, aquele em que a média geométrica de
r1, Ta, ..., Tp € igual a’'1l. O caso geral seguird como
consequéncia.

Lema 2. Se x1, To, ..., Tn SG0 nUmeros reais positivos tais
que 1Ty ... Ty =1, entao

xy +x2+...+xH 2N,

valendo” a igualdade se, e somente se, t1 = x3 = ... =
T, = 1.

Prova. Utilizaremos o principio de indugao finita sobre n,
para n > 2.

L Apesar do nome, no caso n > 3 tal desigualdade nio possui uma
interpretagao geométrica. Para a interpretagdo geométrica do caso
n = 2, veja a primeira parte desse material.

Se x1 e xo sdo reais positivos tais que xyxo = 1, utili-
zando o (ja provado) caso particular da desigualdade das
médias para n = 2, obtemos

Tt e, Tt E oy
2 2 (3)
<= 1+ 122 > 2.

Ademais, é claro que a igualdade é vélida se, e somente se,
(r1 — 22)? =0, ou seja, x1 = 22 = 1.

Agora, seja k > 2 um inteiro positivo fixado. Assumimos
que o resultado é valido para k niimeros reais positivos com
média geométrica igual a 1, e provaremos que ele também
é valido para k + 1 reais positivos com média geométrica
também igual a 1.

Sejam x1, x2, ..., Tk, Tgy1 DUMeros reais positivos tais
que 122 ...TpTk+1 = 1. Devemos mostrar que

T+ oo+ ...+ xp + B > k+ 1

Com efeito, primeiro note que, se'todos os k+ 1 nimeros
1, T2, ..., Tk, Txi1 forem iguais a 1, o resultado segue
trivialmente. Caso contrério, existe algum x; tal que z; #
1, de sorte que z; < 1 ou z; > 1. Se x; < 1, entao existe
algum x;, com j # 4, tal que z; > 1 (pois, se todos os
demais nimeros fossem menores ou iguais a 1, obteriamos
X1%2 ... TETrp+1 <1, 0 que ndo é o caso). Analogamente,
se x; > 1, entdo deve existir algum x;, com j # ¢, tal que
T < 1.

Suponha, sem perda de generalidade, que xx > 1 e
ZTp+1 < 1. Fazendo y, = xx2k+1, temos que

T1To .. Th—1Yk = 122« .. T—1 (T Tpy1) = 1.

Portanto, aplicando a hipdtese de indugao aos k reais posi-
tivos x1, T2, ..., Tx—1, Yk, Obtemos x1 + o2 + ...+ Tp_1 +
yr > k, isto é

1+ To+ ...+ Tp—1 + TpTr1 > k.
Entao, escrevendo S = z1 + 22 + ... + T + Tr41, temos

S =@ +zo+...+ap_1+y)+ Tk + Tpg1 — TpTppr
>k + a2k + T — TuThp
=(k+1)+ (xp + p+1 — TrTry1 — 1)
=(k+1)+ (xr =11 — 2k41)
>k+1.

(Veja que a ultima desigualdade é verdadeira porque xj >
1expt1 < 1implicam (z — 1)(1 — 2g41) > 0.) O

Antes de demonstrarmos o caso geral da desigualdade
entre as médias, vejamos um exemplo no qual ja podemos
aplicar o caso particular discutido acima.

Exemplo 3 (Olimpiada Ibero-americana). Sejam z, y e z

numeros reais positivos. Mostre que

1 1 1
E-(1+xy)+§(1+yz)+;-(1+:vz)26.
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Solugao. Denotando S = L. (1 +ay)+ 1 (1 +yz)+ 1.
(14 z2), temos

1 1 1
S=—-+y+-+z+-+u
T Y z

Além disso,
Logo, utilizando o lema ?7, obtemos:

S > 6.

Voltemos, finalmente, & demonstracao do caso geral.

Prova do caso geral de (??). Sejam G = /z173.

e Y1, Y2, - -+, Yn, 08 reais positivos definidos por y; = #,
para 1 <14 < n. Entao,
1 T2 In
yl.yz.'._.ynza.a.'.'.g
- 12 ...Tn
=—an
Gn
=—=1.
Gn
Portanto, podemos aplicar o lema ?? aos nimeros v, yo,
. Yn, obtendo
y1+y2+...+yn >n. (4)
Mas,
ot Ay cnes 224 g Ins
Y T Y2 Yn = a a a =
r1 +To+ ...+ 2y
>n
G
1+ 220+ .. .+ 2y el
n

ou seja,

1+ 220+ ...+ 2y
n

> Yx1To...Tn.

Finalmente, as equivaléncias acima mostram que a igual-

dade ocorre em (??):se, e somente se, tivermos a igualdade

m (??). Por sua vez, o Lema ?? garante que esse é 0 caso
se, € somente se, y1 = Y2 = ... = Yy, = 1. Mas, como

yi:1<:>%:1<:>:ri:G,

concluimos que

PN=Y=...=yYp=1l<=xr1=0=...=2, =G
T =T2=...=Tp.
(Para a ultima passagem note que T1 = T2 = ... = Xy,

implica G = /x125 . = /at =1x1.) O

Como primeira aplicagao da desigualdade das médias,
daremos uma outra demonstracao para a proposicao
abaixo, a qual foi apresentada na primeira parte deste ma-
terial.

Proposicao 4. Sejam x1, o, ..., T, numeros reais positi-

vos. Entao
<ix> . ii > n? (5)
i=1 Z Pt 7
valendo a igualdade se, e somente se, x1 = T9g = ...

= .

Prova. Aplicando a desigualdade entre as médias as
1

sequéncias de nimeros reais positivos x1, &2, ..., T € e
L ..., L obtemos, respectivamente,
) Tn
n
1
~ E Ty > YT1T2. . Tn
n-
i=1
e
n
1 1 11 1
- — > ==
n x 1 T T
j=1 J 1 2 n

e mul-

Vzx1x2...Tn
tiplicando membro a membro as duas desigualdades acima,

obtemos
1 (& "1
B (%) =
i=1 j=1

Ly

ou seja,

m

CS%>:S_ > n?,

valendo a igualdade se, e sé se, x1 =22 = ... = x,. O

Na demonstragao da proposigao 77, obtivemos a desi-
gualdade
T+ +..+ 1 1
n >

n = TiTe. . T

Tomando inversos, temos entao que

< Yx1x9...Tn,

n
1 1 1

com a igualdade ocorrendo se, e s6 se, x1 = X2 = ... = X,

O ntumero que aparece no lado esquerdo da ultima desi-
gualdade acima é denominado média harmonica de z,
To, ..., Tn. Se denotamos as médias aritmética, geométrica
e harmonica por M A, MG e M H, podemos sintetizar a
discussao até aqui observando que

MA> MG > MH,
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valendo a igualdade se, e somente se, x1 = T2 = ... = Xp.

O conceito de média harménica pode ser melhor com-
preendido com o auxilio do exemplo a seguir e da discussao
que o sucede.

Exemplo 5. Suponha que a distancia entre as cidades A
e B seja igual a 30 km e que a distancia entre as cidades
B e C também seja igual a 30 km. Em uma manha de
domingo, Joaquim fez uma viagem de A até C, passando
por B, utilizando o seu patinete. No primeiro trecho (de A
até B) ele vigjou a uma velocidade constante de 20 km/h
e no seqgundo (de B a C) a uma velocidade constante de
30 km/h. Qual a velocidade média de Joaquim durante a
viagem?

30 km c

A 30 km B

Solugao. E natural pensar que a velocidade média empre-
gada por Joaquim no percurso é igual a média aritmética
das velocidades empregadas nos dois trechos, uma vez que
Joaquim percorreu 30 km em cada um deles. Assim, a
resposta seria

20+30 50
5 =5 = 25 km/h.
Entretanto, sabemos que a velocidade média é o quociente
entre a distancia total percorrida e o tempo total gasto
na viagem. Assim, o tempo total gasto é o quociente en-
tre a distancia percorrida e a velocidade média. Logo, no
primeiro trecho o tempo gasto foi de % = 1 hora e no
segundo % = 1,5 horas. Portanto, o tempo total gasto na
viagem foi de 1+ 1,5 = 2,5 horas. Concluimos, pois, que

a velocidade média empregada por Joaquim foi de
60

)

O

Mais geralmente, suponha que uma viagem de 2d
quilometros é dividida em dois trechos de d quilometros
cada, e sejam v; e t1, respectivamente, a velocidade média
e o tempo total gasto no primeiro trecho e vy e to, também
respectivamente, a velocidade média e o tempo total gasto
no segundo trecho. Se v é a velocidade média em todo o
percurso, entao

- 2d - 2d
Thte L4
vl V2
24
A5+ %)
- 2
_L+L'

v1 V2

Dessa forma, concluimos que a velocidade média é a média
harmonica entre as velocidades médias nos dois percursos.

Essa ideia pode ser estendida a um percurso com n tre-
chos de d quilometros cada. A velocidade média serd a
média harmoénica das velocidades médias empregadas em
cada trecho.

Voltando a desigualdade entre as médias aritmética e
geométrica, vejamos mais um exemplo ao qual ela pode
ser aplicada com sucesso.

Exemplo 6. Dentre todos os paralelepipedos reto retangulos
que tém soma das medidas das 12 arestas igual a 60 cm,
mostre que o cubo de aresta 5 c¢cm é o que tem o maior
volume.

Solugao. Se as dimensoes de um paralelepipedo reto re-
tangulo medem z, y e z centimetros e a soma das medidas
de suas arestas é igual a 60 cm; entao 4a + 4y + 4z = 60,
0 que acarreta x 4y + z = 15.

Por outro lado, o volume do paralelepipedo ¢é igual a xyz.
Entao, utilizando a desigualdade entre as médias, obtemos

15
%Z VEE = 3>

— 5 > Jryz
= 5% > ayz
— xyz < 125,

valendo a igualdade se, e somente se, z =y = z = 5. Por-
tanto, o paralelepipedo reto retdngulo que possui volume
maximo com as condicoes dadas é o cubo cuja aresta mede
5 cm. O

Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessoes de 50min
para discutir todo o contetddo presente neste material. E
importante que o professor mostre cada uma das desigual-
dades apresentadas com todos os detalhes, sempre ressal-
tando o argumento utilizado. Também é importante que
os alunos percebam que o lema 7?7 é um caso particular da
desigualdade entre as médias, pois esse tipo de argumento
pode ser utilizado para resolver outros problemas.

As referéncias listadas a seguir contém outros problemas
envolvendo a desigualdade entre as médias, bem como dis-
cutem outras desigualdades interessantes.
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