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1 Numeros racionais

Este material da continuidade ao contetido sobre conjuntos
numéricos, desta vez falando sobre numeros racionais e
reais.

O conjunto Q dos nimeros racionais surgiu a partir da
necessidade prética de podermos representar uma fracdao
(nesse sentido, uma parte) de um todo). Por exemplo, uma
fatia de uma pizza grande é % da pizza inteira. Entretanto,
Q também tem a propriedade matemética agradavel de ser
fechado em relacao & operacgao de divisao por um divisor
diferente de zero.

Como vocé sabe, Q é definido por:

Q:{% | aez,beN}.

(Recorde que, para nés, N = {1,2,3,...}.) Gragas a dis-
cussao acima, seus elementos sdo denominados fragoes.
Além disso, na fragao ¢, o nimero a é chamado de nu-
merador e o ntumero b é chamado de denominador.

Na declaracao de Q dada acima, um mesmo racional
pode ser representado por duas fracgoes distintas, isto é,
podemos ter 7 = 4. Por definicao, isto ocorre se, e somente
se, ad = bc. Em resumo,

a ¢
—=- & ad=bc (1)
b d

Neste caso, dizemos que as fracoes 7 e 5 sao equivalentes.

Por exemplo, g e % sao equivalentes, uma vez que 6 -

15 =90 = 10 - 9. Logo mais, entenderemos porque éa
definigao adequada para a equivaléncia de fragoes.

Assim como fizemos para o nimeros inteiros, representa-
mos os racionais geometricamente, na reta numérica. Mais
precisamente, para representar o racional 3, com a e b
inteiros positivos, comecamos dividindo o segmento com
extremidades nos pontos 0 e b em b partes iguais; a ex-
tremidade da direita da parte que estiver mais préxima de
0 serd o ponto que representa o nimero % Em seguida,
repetimos consecutivamente o segmento de extremidades 0
e %, num total de a vezes, a partir de 0 e no sentido posi-
tivo da reta. A extremidade da direita do ultimo segmento
marcado é o ponto que representa a fracao 7.

A representagdo geométrica de niimeros racionais torna
claro porque duas fragoes 7 e 5 podem representar um
mesmo racional e porque é a definicao adequada
de equivaléncia de fragbes. Por exemplo, suponha que
a,b,c,d > 0 e tenhamos ¢ = ka e d = kb, para algum

inteiro k. Entéao,

ad=a-kb=ka-b=cd,

de sorte que, de acordo com , temos § = 5. Por ou-

tro lado, para representar § geometricamente, dividimos o
segmento de 0 a ¢ em d = kb partes iguais; tomar ¢ = ka
segmentos consecutivos de comprimento ﬁ cada é, intui-
tivamente, o mesmo que tomar a segmentos consecutivos

de comprimento % cada.

Dada uma representacao fraciondria 7 de um nimero
racional, podemos sempre obter uma fracao equivalente
9, com mdc (c,d) = 1. Por exemplo, como 10 = 5-2 e
15 = 5 3, temos }—g = %, com mdc(2,3) = 1. Dizemos,
entao, que % pode ser simplificada para % Em geral se
d = mdc (a,b), entdo existem a’,b’ € Z tais que a = da’ e
b= db', de forma que mdc(a’,b') =1e § = ‘g—,/.

E bastante frequente que, dada uma fragao ¢, procu-
remos simplificd-la como no paragrafo anterior, gerando a
partir dela uma fragdo equivalente ‘g—: com mdc (a/,b') =1
(e que, portanto, ndo pode ser simplificada mais). A razao
para procurarmos fazer isso é que |a’| < |a| e ¥’ < b, de
forma que, em principio, é mais facil lidar com a repre-
sentacao ‘g—,/ que com a representacao ¢. Por essa razao,

temos a seguinte

Definicdo 1. Dizemos que uma fragio § € irreduti-

vel quando nao pode ser simplificada, isto €, quando
mdc (a,b) = 1.

1

3, 2, 2 e 1 sdo todas irredutiveis.

Por exemplo, as fragoes % e

1.1 Operagoes com racionais

Ao longo do Ensino Fundamental, aprende-se a como rea-
lizar as operagoes bésica com fragoes. Confira o resumo a
seguir:

Adicao de fragoes:

a n c ad + be
b d  bd
Subtracgao de fragoes:
a ¢ ad — bc
b d  bd
Multiplicacao de fragoes:
a c_axc
b d bxd
Divisao de fragoes:
a,c_oxd
b d bxc

(Contanto que § # 0.)

Uma observagao importante é que as definigoes de
adicao, subtragao, multiplicagao e divisao de nuimeros ra-
cionais garantem que os resultados (nas notagoes acima,
“dl:ibc, adb_dbc, axce “bif) realmente sao nimeros racionais
(pois ad+be, ad—be, a X ¢, a X d continuam sendo inteiros e
bd, be continuam sendo naturais). Por essa razdo, dizemos
que Q é fechado para as operacoes de adigao, subtracao,
multiplicacao e divisao.

Outro ponto relevante é que essas operagdes sao con-
sistentes, quer dizer, os resultados nao dependem das re-
presentacoes fracionarias escolhidas. Por exemplo, como
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2 10 3 _—

5= 15507 = 42, para que as operagdes acima tenham
sentido, devemos ter

2,3 _10 18 2 3 10 18
3 7 15 42> 3 7 15 42
2 3 10 18 2 3 10 18

3T T R 3T B
Essas igualdades assim com as igualdades correspondentes

no caso geral (para pares de fragdes equivalentes § = § e

‘;—,/ = %) podem ser verificadas facilmente (ainda que, no
caso geral, essa verificagdo seja um pouco trabalhosa).

Outra coisa que pode ser verificada sem muitos proble-
mas é que as operagoes +, —, X e + continuam tendo as
mesmas propriedades que tém em Z. Por exemplo + e x
sdo associativas e comutativas, x é distributiva (dos dois
lados) em relagao a + e a —, e = é distributiva em relacao
a + e — a direita. Deixamos ao leitor a tarefa de escrever
as igualdades que correspondem a essas propriedades.

1.2 Notacao decimal

Também podemos expressar nimeros racionais utilizando
a base decimal. Para chegarmos até essa representagao,
vamos, inicialmente, recordar como ela funciona no caso de
nimeros inteiros. Considere o nimero inteiro 3874, cuja
representacao decimal é

3874 =3-10°+8-10>+7-10" + 4 - 10°.

Se dividirmos 3874 por 100, usando as propriedades das
fracoes, obtemos:

3874 102 102 101 109
=348 — 47 +4. =
100 100 + 100 + 100 100

Usando as propriedades das poténcias, temos:

B g 10' £ 810047107 441072,
100

Antes de continuarmos, note que, dada uma poténcia
de 10, para obtermos a poténcia de 10 de ordem ime-
diatamente superior, devemos multiplicd-la por 10 (por
exemplo, 10° = 10* x 10). Analogamente, para obter-
mos a poténcia de 10 de ordem imediatamente inferior,
devemos dividir a poténcia original por 10 (por exemplo,
10® = 10* + 10).

Essa observacao nos permite expandir a representagao
decimal para numeros racionais. Para tanto, se a €
{0,1,2,...,9} é um algarismo decimal, entdo, da mesma
forma que o niimero a 00 . .. ) é uma abreviacio para a-10¥,

k vezes

convencionamos escrever 0,00...0a como uma abreviagao

k vezes
para 15z = a - 10~% (note a diferenca entre a quantidade

de zeros no primeiro e no segundo casos).

3874

oo » Por exemplo, temos

Assim, para

3874
o0 =3-10"+8-10°4+7-107t+4-1072

=30+8+40,7+0,04
= 38, 74.

Veja que a virgula foi usada para separar os algarismos que
aparecem com poténcias de 10 de expoentes nao negativos
(no caso, 1, 10 e 100) daqueles que aparecem com poténcias
de 10 de expoentes negativos (no caso, 15 =107 e 735 =
1072). Veja também que, na pratica, como o denominador
em 3180%4 6 102, partindo de 3874 e imaginando uma virgula
logo apds o 4, nés a deslocamos dois algarismos para a
esquerda (exatamente porque estamos dividindo por 100 =
10%).

O raciocinio anterior permite escrever a representacao
decimal de qualquer fracao cujo denominadar seja uma
poténcia de 10. Por exemplo, @ =12,3 e 1000 =0,034.

Quando o denominador é uma poténcia de 2 ou uma
poténcia de 5, podemos adaptar a ultima técnica, passando
primeiro a uma fracdo equivalente para obter uma poténcia
de 10 no denominador. Por exemplo, para descobrir a

forma decimal de % fazemos:

7 7 753 875

8= B . a8

Porém, essa estratégia nao pode ser aplicada quando
temos uma fracdo como %, pois nao ha nenhum nimero
inteiro que multiplicado por 3 resulte em uma poténcia de
10. Entao, como representar tais fragoes no formato
decimal? O segredo estd na utilizagao do algoritmo da
divisao.

Vamos tomar como exemplo a fragao % O primeiro
passo é notar a equivaléncia % = :13—8, na qual o numerador e
o denominador da fracao original sdo ambos multiplicados
por 10. Agora lembre-se de que 10 = 3-341, pelo algoritmo
da divisao. Assim,

1 10 3-3+41 3 1 1
37307 30 10 30 %33

1
Podemos repetir o processo para 5, escrevendo

110 3341 3 1 o0 1
30 300 300 100 300 300
Portanto,
1—03+003+ —033+i
3 7 ’ 300 300

Perceba que podemos continuar esse processo por quan-
tas vezes quisermos, obtendo

1
-=0,333...3
3 H/—’+3 10k’

k vezes
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onde k é inteiro positivo. Veja também que, & medida
que k cresce, o namero ﬁ (que é o erro entre % e a
aproximagao 0, 333...3) fica cada vez menor. Assim, extra-

k vezes
polando esse processo para um ndmero infinito de passos,

COMUVENCIONAMOS eScrever

1
- =0,333...
3 i

Um raciocinio similar ao acima pode ser feito com qual-
quer racional ¢ tal que b nao é poténcia de 2 ou 5. Nesse
caso, obtemos uma representagao decimal com infinitos al-
garismos nao nulos a direita da virgula, e é possivel mos-
trar que tal representagao sempre possui uma parte parte
periddica ou periodo, isto é, uma parte que se repete
indefinidamente e engloba todos os algarismos a partir de
certo ponto (em 0,333... por exemplo, a parte periédica

é 3).
Outros dois exemplos desse fenémeno sao
5117 374
—— = 51,686868... — = 0,41555...
99 ’ © 900 ~

Veja que o periodo é 68 no primeiro e 5 no segundo. En-
tretanto, no segundo aparece um grupo de algarismos ime-
diatamente a direita da virgula mas que ndo compoe o
periodo; esse conjunto de algarismos é chamado de parte
nao periédica.

A respeito da discuss@o acima, temos a seguinte defini-
cao importante.

Definicao 2. Os numeros racionais cujas representacoes
na forma decimal necessitam de um numero infinito
de algarismos nao nulos sao conhecidos como dizimas
periddicas. Se a dizima possui apenas a parte periddica,
ela é chamada de dizima periédica simples. Quando hd
também uma parte nao periddica, trata-se de uma dizima
periddica composta.

Até aqui, aprendemos como escrever uma fracdo em sua
forma decimal (seja ela finita ou uma dizima periddica).
Assim, é natural questionar se também nao é possivel fazer
o contrdrio, isto é, recuperar a representacao fracionaria a
partir de um racional que estd expresso em notacao deci-
mal.

Ilustramos como fazer isso nos dois exemplos a seguir.
Em particular, o procedimento envolvido é até mais pratico
do que aquele que ja aprendemos anteriormente.

Exemplo 3. Escreva o nimero x = 0,121212... em formato
de fragao.

Solugao. Veja que o numero x é uma dizima periédica
com periodo formado por um bloco dois algarismos que
se repete infinitamente. Entao, se multiplicarmos o valor
de z por 102 = 100, obteremos um outro nimero com a
mesma parte peridédica de x. De fato, veja que 100z =
12,121212.... Agora, ao subtrairmos x de 100z, temos:

100z — > = 12,1212212... — 0,121212...

12 4

O

Exemplo 4. Escreva o numero x = 0,5131313... em for-
mato de fracado.

Solucao. Neste caso, o nimero x novamente possui um
periodo formado por um bloco dois algarismos que se re-
pete infinitamente. Além disso, x possui uma parte nao
periédica formada por um algarismo 5. Se multiplicar-
mos o valor de x por 10, obteremos um outro niimero com
o mesmo periodo de x, mas sem a parte nao periddica.
De fato, veja que 10x = 5,131313... possui apenas parte
periédica. Isso significa que, partindo de 10z, podemos
usar o mesmo raciocinio que empregamos para resolver o
exemplo anterior. Observe:

1000z — 10z = 513,131313... — 5,131313...

508 254
990x—508=>x—@—@.

2 Sugestoes ao professor

Recomendamos um encontro de 50 minutos para apresen-
tar o conteido deste material. Note que uma boa com-
preensao do conjunto dos racionais (e também dos reais,
os quais estudaremos subsequentemente) é de fundamen-
tal importancia em grande parte dos assuntos relativos a
Matematica. Por este motivo, esteja atento as dificuldades
operacionais e de entendimento dos alunos. Se necessario,
evite avancar no conteudo até que essas dificuldades sejam
superadas. Especialmente, enfatize com os alunos que, em

geral,

a c a—+c

b a7 b
Esse erro é bastante comum, mesmo entre alunos de Ensino
Superior.
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