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Nesta aula, estudaremos uma operacao que associa a
cada trio de vetores de R?® um ntimero, chamada produto
misto dos trés vetores.

1 Breve observacao sobre determi-
nantes

Nesta aula, iremos usar fortemente a ideia de determi-
nante. Por isso, vamos fazer uma breve apresentagao dos
determinantes e de como calcula-los.

Podemos interpretar os determinantes como um modo
de denotar organizadamente expressoes que dependem de
somas e produtos. O mais importante é perceber que os de-
terminantes admitem interpretacoes geométricas relevan-
tes, algumas das quais serao estudadas nesta aula.

Dados n? elementos, podemos organiza-los na forma de
uma tabela com n linhas e n colunas, que geralmente cha-
mamos de matriz:

air - Qin
A:

an1 - Apn

Para cada elemento a;;, o indice ¢ indica a linha e o
indice j indica a coluna as quais esse elemento pertence
(com linhas numeradas de cima para abaixo e colunas da
esquerda para a direita). Chamamos o nimero natural n
de ordem da matriz. O determinante da matriz A é
denotado por det A, ou usando-se barras verticais em vez
de parénteses:

aipr -+ Qin

det A =

ap1 Apn

Se A é uma matriz de ordem n, dizemos que det A é um
determinante de ordem n.

Determinantes de ordem 1 s&o definidos como niimeros:
se A = (a11) é uma matriz de ordem 1, entdo

det(an) = all-

Se a ordem de um determinante é n > 2, calculamos o
determinante usando o seguinte algoritmo recursivdl co-
nhecido como desenvolvimento de Laplacd’}

(1) Dada uma matriz A, escolhe-se uma linha ou uma
coluna dessa matriz. Aqui, vamos supor que foi esco-

1Dizemos que um algoritmo é recursivo quando cada novo passo
utiliza os passos anteriores. Em nosso caso, para calcular determi-
nantes de matrizes de ordem n, precisamos ja saber calcular deter-
minantes de matrizes de ordem n — 1.

2Pierre Simon, Marqués de Laplace (1749-1827), matematico,
astréonomo e fisico francés.

lhida a linha (horizontal) i de A: a;1,...,ain:

a’l 1 e al] ... aln
A= 4251 Ajj Qi
a/’n,l PRI an] ... ann

(2) Para cada elemento a;;, seja A;; a matriz de ordem
n — 1, obtida a partir de A pela exclusao da linha 7 e
da coluna j.

(3) Para cada elemento a;;, pomos C;; = (—1)"+7 det A;;.
(4) O determinante de A é igual a

det A = ;1051 + ai2Ci2 + - - - 4+ ainCin,

Pode ser provado que o ntimero calculado com os passos
acima é sempre o mesmo, independentemente da linha ou
coluna escolhida.

Os dois exemplos a seguir serao tudo o que precisaremos
para o restante desta aula.

Exemplo 1. Para calcular o determinante da matriz

ai;p a2
A= ,
a1 a2

aplicamos o desenvolvimento de Laplace ao longo da pri-
meira linha de A. Assim fazendo, obtemos:

det A = a11C11 + (1,12012

1)1+1 1)1+2

= a1 (— asg + a12(— a21

= 11022 — G12021.

Nesse caso, € facil lembrar o resultado final: simplesmente
multiplicamos os elementos da diagonal principal e, em se-
guida, subtraimos do resultado o produto dos elementos da
diagonal secunddria.

Exemplo 2. Calculamos o determinante da matriz de or-
dem 3

ail a2 ais

A= | a2 az a3

az1  az2 433
da mesma maneira. A titulo de ilustragao, desta vez apli-
camos o desenvolvimento de Laplace ao longo da terceira
coluna de A:

det A = a13C13 + a23Ca3 + assCss
_ 143 | Q21 G22
= a13(—1) +
asi as2
243 | 11 412
+ ag3(—1)*" +
asyp as2
3+3| a11  G12
+ 033(—1) .
a21 a22
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FExecutando os cdlculos acima com o auxilio do resultado
do exemplo anterior, obtemos

det A = ai3(az21a32 — azeasy) — azz(ai1as2 — aizasy)
+ azs(ai11a22 — a12a21)
= (13021032 — 013022031 — G11023032 + 12023031

+ a11a22a33 — a12a21033-

2 Definicao de produto misto

Sejam 7,7 e W trés vetores em R3. O produto
misto desses trés vetores, nesta ordem, é o numero real

[7, o, ﬁ], definido por

onde - indica produto escalar e x indica produto vetorial.
Se W = (u1,ug,us), U = (v1,v2,03) € W = (wy, we, ws),
recorde inicialmente que
77 %
7 X E? =\ v Vo v3 |- (2)
wy w2 ws

Portanto, aplicando o desenvolvimento de Laplace pela pri-
meira linha da matriz acima, obtemos

s | = -
T = | Y2 U3 N T j
w2 W3 w1 w3
%
+ U1 (%) K
wy w2
— —
= (vows — v3ws) © + (V3w — Viws) j

Jr
_>
+ (Ule — ’U2’LU1) k.
Lembrando agora da expressao do produto escalar em co-
ordenadas, chegamos a

q - (7 X W) = up (vaws — v3w3) + uz (V3w — V3w3)

—+ U3(v1w2 — 1)271)1).

Por fim, comparando a tltima expressao acima com
aquela obtida no Exemplo [2| para determinantes de ma-
trizes de ordem 3, concluimos que o produto misto pode
ser calculado pelo determinante a seguir:

(5% u us
[71, 72, 73] =] V1 V2 V3 |. (3)

wp W2 ws

O produto misto admite duas interpretagoes relevantes:
uma geométrica e outra fisica, as quais passamos a
descrever:

Interpretagao geométrica: na aula sobre produto veto-
rial, vimos que a area do paralelogramo determinado pelos

vetores ¥ e W ¢ igual a | ¥ x W|. Por outro lado, vimos
também que a projecao do vetor U sobre o vetor ¥ x W
¢é igual a altura do paralelepipedo P determinado pelos

vetores 7, TedW (veja a Figura .

Figura 1: o paralelepipedo determinado por trés vetores.

Nas notacoes da Figura essa projecao é dada por
|7| cosf. Assim, o volume do paralelepipedo P é igual
a

T x @] |W|cost = |7 - (V x @)| =|[«, 7, 7],
S—

area da base altura

onde utilizamos na ultima igualdade.
O quadro abaixo resume nossa discussao até aqui.

O volume do paralelepipedo determinado pelos veto-
res 7, Tedé igual ao valor absoluto do produto

misto [, 7, W),

Interpretacao fisica: suponha que um fluido (dgua, por
exemplo) passa através de um buraco que tem o formato do
paralelogramo determinado pelos vetores 7 e W na figura
2l O fluzo de fluido através desse paralelogramo é definido
como o volume de fluido que passa por ele, calculado por
unidade de tempo:

Volume de fluido

Fl =
1o Tempo

Suponha que o vetor 7 indica a velocidade (constante,
medida em metros por segundo) com que o fluido atravessa
o paralelogramo.
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Figura 2: o fluido que atravessa o paralelogramo em um se-
gundo forma um paralelepipedo reto. O sentido em que ele
flui corresponde ao sinal do produto misto dos trés vetores.

Apenas a componente do vetor U que aponta na dire¢ao
perpendicular ao plano gerado por 7 e W tem influéncia
na passagem do fluido através do paralelogramo. Essa
componente tem a direcao de T x @ e médulo igual a
|7| cos f (veja novamente a Figura. Portanto, o sentido
do fluxo é determinado pelo sinal de cos®6.

Como || cos® indica a intensidade e o sentido da ve-
locidade do fluido, concluimos que, em 1 segundo, uma
coluna de fluido com o formato de um paralelepipedo reto
de altura | 7||cosf| passa através do paralelogramo. O
sentido em que essa coluna de fluido passa é determinado
pelo sinal de cosf. Seu volume, por sua vez, é calculado
por

|7 x W
———

area da base

Uma vez que (U x @) - = o - (¥ x &) = [«,V, ),

chegamos ao resultado a seguir.

|| cos O
———

altura com sinal

= (U xW)

O produto misto [7,7,@] dos vetores U,V e W
indica o fluro de um fluido, com velocidade constante
igual a 7, através do paralelogramo determinado por
Y e W. O sinal de [@, 7, W] indica o sentido do
fluxo.

A seguir, veremos algumas propriedades do produto
misto, as quais decorrem imediatamente de propriedades
analogas validas para determinantes.

(1) Se dois dos trés vetores em um produto misto sdo
iguais, entao o produto é igual a zero:

@7, W) = (3,7, 8] = [7, 8, ] = 0.

Vamos mostrar que [¥, 7, W] = 0. As outras igualda-
des podem ser obtidas de forma andloga. Temos de ({3

que

U1 V2 V3
[7, o, w} =| vy wvy 3
wyp w2 ws
= v1(vow3 — vaws) + V2 (VW1 — VIW3)
+ v3(v1ws — vowy)
= VU1V2W3 — V1V3W2 + V203W1 — V201W3

+ V3V1Wg — V3V2W1 = 0.

Apelando para a interpretagao fisica do produto misto,
podemos interpretar a propriedade (1) da seguinte ma-
neira: se o primeiro vetor se repete, entao a velocidade
do fluido é paralela ao plano determinado pelos outros
dois vetores e, por isso, nenhum fluido atravessa o para-
lelogramo. Por outro lado, se os dois vetores é direita sao
iguais, entao a area do paralelogramo é zero e nenhum
fluido passa por ele, pois nao ha abertura. Em qualquer
caso, o fluxo é nulo.

(2) Para quaisquer o, ¥, W € R3, temos
W+, 7, @ =[d, 7, )+ [d, 7, ],
(W, 7+ 7, %) =W, 7, W)+ [d, VW]

@7, + @) = (7,7, 8) + [T, 7, 7.

Essa propriedade segue das propriedades andlogas do
produto escalar e do produto vetorial, que ji vimos nas
aulas dedicadas a esses produtos, neste modulo. Por exem-

plo,
W+ VW] =+ (T x D)
=u - (VxW)+ W (¥ x WD)
=, v, 7]+ [, 7, 7]

(3) Se trocarmos a posi¢do de dois dos trés vetores em
um produto misto, entao o produto muda de sinal. Por

exemplo:
[73 73 w} = 7[7ﬂ 75 ﬁ]

Essa propriedade pode ser deduzida das propriedades
(1) e (2). De fato, observemos que, pela propriedade (1),

temos
W+, 4+, 8] =0,

pois ha repeticao de vetores. De posse desse resultado,
basta usar as propriedades (1) e (2) repetidas vezes para
chegar a conclusao desejada:

0=[d+7V, 4+,
= [, 4+ 7, @)+ [V, 4+, W]
=W, d, B+ 7,7, W)+ [V, W, E) + [V, 7, W]
=, 7, W)+ [V, ", @]
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(4) Valem as igualdades ciclicas
.73 = (7.7 7] = [7.2.7].

Realmente, cada um dos produtos mistos acima pode ser
obtido a partir dos outros dois por duas trocas de posicoes
de elementos. Pela propriedade (3), cada troca equivale a
uma mudanca de sinal, de forma que duas trocas corres-
pondem a duas mudancas de sinal, ou seja, & manutengao
do sinal. Por exemplo,

7,7, W] = -4, 7, V]
= —(-[@,7,7))
= [, d, 7).

3 O determinante de Gram

Nesta secao, estudaremos uma construcgao, devida ao ma-
tematico dinamarqués Jorgen Pedersen Gram (1850-1916),
chamada o determinante de _Gram.

Dados dois vetores @ e b em R3 que nao tém a mesma,
diregao, vamos encontrar uma expressao _para a area do
paralelogramo P determinado por d e b. Para tanto,
consideremos o vetor ¢, com \7\ = 1, perpendicular a

— —
@ e b. O valor absoluto do produto misto [?},E}}, b]é
o volume do paralelepipedo determinado por 7, bed
sendo numericamente igual & drea Ap do paralelogramo P

(veja a Figura[3)).

)

\

a
Figura 3: o paralelepipedo com altura 1 tem volume nu-

mericamente igual a drea da base.

%
Portanto, se @ = (a1,a2,a3), b = (b1,ba2,b3) € 7 =
(c1,c2,c3), temos

ap az ag ar b o
AP = bl bg b3 = a2 b2 Co
¢ c c3 a3 bz c3

Essa tultima igualdade pode ser verificada diretamente,
usando-se a definigdo de determinante de uma matriz de
ordem 3, conforme apresentada no Exemplo

Multiplicando esses dois tltimos determinantes, obtemos

a; az as ap b o
A?D = bl b2 b3 | ag b2 C2
C1 C2 C3 as b3 C3

a1by + azbs + azbs
b1by + baba + bzbs
c1by + caba + c3b3

aic1 + azce + asces
bici + baca + bzcs
cic1 + cac2 + c3c3

airai + aza2 + azas
= | biai + b2az + bzas
ciai1 + caaz + czas

7737 77
= 7.7 ?.g s
2. d ¢-b 2-7¢

Agora, como | ¢| = 1, temos que @ - ¢ = 1 (veja a aula
sobre produto escalar, neste médulo). Também, uma vez
que 7 é perpendicular a e 7, temos @- ¢ =7-d =0
e - ? = ? .7 =0. Portanto, o dltimo determinante
pode ser reescrito como

_>
a-d d-b 0 s s
A2 = | 7 - = | d-ad d-b
P=|b-d b-b 0|=|>2 5 2 =2
0 0 1 b-d b-b

onde a ultima igualdade é uma verificagao direta, com o
auxilio dos resultados dos exemplos[I] e 2]
Denotamos

SRS

G(d,b)= = ?

SR

¢ chamamos esse determinante de determinante de
Gram dos vetores @ e b .

Para trés vetores quaisquer @, b e (isto é, com

- . s . -
néo necessariamente unitério ou perpendicular a @ e b ),
o determinante correspondente é

. 7.7 - @7
2.7 ¢ b ¢-7

_>
sendo também chamado determinante de Gram de 7, be
7. E possivel provar que ele é igual ao quadrado do volume

%
do paralelepipedo determinado pelos vetores 7, be?.
Observacao 3. O determinante de Gram de quatro vetores

%
7, b, _c),j em R? ¢ dado por

- = = 7 —
DI RS
©creYTleg 2.7 2w 21|
d-2 4% d-2 d-

Esse determinante € sempre igual a zero, e uma justifi-
cativa “geométrica” vem do fato de que ele € igual ao qua-
drado do “volume” do solido determinado por esses quatro
vetores, visto como vetores em R*. FEntretanto, uma vez
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que 0s quatro vetores estao de fato em R3, o “sélido” por
eles determinado tem “volume” igual a zero, considerando-
se esse “volume” como uma medida em R*.

Uma justificativa algébrica simples reside no fato de que,
para quatro vetores em R3, pelo menos um deles pode ser
escrito como uma soma de multiplos dos outros trés, diga-

mos N
d=a@+80 +77.

Entao, utilizando propriedades elementares de determinan-
tes, temos

L U S o

- v @ bbb b7 b-7d

C@F A D=0l 3% 213 20 vw

1.2 4% d.° d-7

7.7 @b -7 @b

s A G A A O S (o

2.9 70 -7 701

4.7 4% 4. 47

7.2 @b @ @-¢

. A G G A G

W22 2.3 2.2 2.2

1.2 4% 4. 4.7
=a-0+3-0+v-0=0,

uma vez que cada uma dos trés ultimos determinantes tem
duas colunas iguais.

4 O teorema de Van der Waerden
sobre pentagonos no espacgo

Nesta se¢ao, aplicamos o determinante de Gram a um
belissimo resultado de Geometria Espacial. Para o enunci-
ado do mesmo, lembramos que um poligono é chamado pla-
nar se estiver inteiramente contido em um plano, ou seja,
se todos os seus lados estiverem contidos em um mesmo
plano. Caso contrario, ele é chamado reverso.

Todo tridngulo é planar, pois os seus trés vértices de-
terminam um unico plano. No entanto, para todo inteiro
n > 4 existem poligonos reversos com n > 4 lados.

Se todos os lados de um poligono (planar ou reverso)
tém um mesmo comprimento, dizemos que o poligono é
equildtero. Se os angulos entre os lados consecutivos de
um poligono (novamente, planar ou reverso) tém todos
uma mesma medida, dizemos que o poligono é equiangu-
lar. Mesmo impondo essas duas condigoes de regularidade
sobre um quadrilatero, ele ainda pode ser reverso (veja a
Figura {4)).

Figura 4: o quadrilatero reverso ABC D, obtido a partir de
diagonais de faces de um cubo como na figura, é equilatero
e equiangular, mas nao é planar.

Também é possivel mostrar que, para todo n > 6, exis-
tem poligonos reversos equilateros e equiangulares com n
lados.

No final da década de 1960, o matematico holandés Bar-
tel Leendert van der Waerden (1903-1996), apds conversas
com o quimico Jack David Dunitz (1923 - ), da univeridade
de Zurique, descobriu que o pentdgono é a tnica exce(;écﬂ

Teorema 4 (B.L. Van der Waerden(1970)). Um pentdgono
em R? que tem todos os lados e todos os dngulos iquais €
necessariamente planar.

Prova. (S. Smakal) Vamos assumir, sem perda de gene-
ralidade, que a medida de cada lado do pentagono é igual
a 1. Sejam 71, 72, 73, dye 75 vetores que sao lados
do pentdgono, como na Figura[f] & direita. Entdo,

di-di=|d)?=1 (4)
paral <t <5e
?1+72+73+74+?5:O. (5)

Além disso, para cada 1 < i < 5, o angulo entre i
e 7i+1 (com a convengao de que de = 71) é igual a
180° — 6, onde 6 é a medida comum dos angulos inter-
nos do pentdgono (veja novamente a Figura [5l a direita).
Portanto,

E}i . 7i+1 = |7z||7z+1| COS(1800 — 9)

6
= cos(180° — #) = —cos 6 ©)

30 resultado j4 era suspeitado pelos quimicos hé cerca de 25 anos,
sendo ligado ao estudo da difracdo de elétrons do arsenometano ga-
s0so, (AsCH3s)r. Ele também j4 havia sido publicado em um jornal
da antiga URSS (em russo) em 1961, inspirado em um problema
proposto por V. Arnold em 1957.
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B

Figura 5: um pentdgono equildtero e equiangular é neces-
sariamente planar.

paral <t <5

Por simplicidade de notagao, escrevamos ¢ = — cos®.
Fazendo o produto escalar da igualdade sucessivamente
com 71, s, 73, d4 e ds e levando em conta as relagoes

e @, obtemos

71-734-71-74 = —-2c—1
72'744-72'75 = —-2c—1
Ay -d1+ds-ds = —2c—1 (7)
74~71+E>4'72 = —2c—1
75'724‘75'73 = —2c—1

Da primeira e da terceira equagoes de , segue que
di1-ds = ds- 75; da segunda e da quarta equagoes,
temos 71 -74 = 72 . 75; por fim, da terceira e da quinta
equagoes, segue que @1-ds="ds ds. Juntando todas
essas informacoes, concluimos imediatamente que

_>

1
71'73 = 71'74 = 72'74 = ?2'75 = 73'?5 = —C——.

2

Agora, como todos os vetores envolvidos estao em R3, a
Observacao |3 implica G(?l, Ao, d 3, 74) =0, ou seja,

1 1
1 c —Cc— 3 —c—?
c ) 1 c <=3 |_
—c—? c 1 c
—c—3 —c—% c 1

Calculando esse ultimo determinate com o auxilio do de-
senvolvimento de Laplace (veja a Secdo 1), obtemos

3(46“ +2c—-1)>=0. (8)
16

Consideremos, agora, o determinante de Gram
G(?i,7i+1,7i+2), onde os vetores @, 7i+1 e 71‘4—27
correspondem a trés lados consecutivos do pentigono. Os
indices sao considerados “modulo 57, o que significa que,
se um indice ¢ é maior do que 5, devemos substitui-lo pelo

resto que ele deixa quando dividido por 5. Por exemplo,
para = 4, temos G(?i, 7i+1a7i+2) = G(74,75,71).

A definicao de determinante de Gram para matrizes de
ordem 3 fornece facilmente

1 c fcf%
= —
G(CLZ‘, Qi4+1, ai+2) = c 1 C
—c—3% ¢ 1

2

1
-4 (2c+ 3)(4c? + 2¢ — 1).

Mas, por (§), temos 4¢? + 2c — 1 = 0, de sorte que
G(@s, @ig1, @ ig2) =0

para 1 < i < 5. Por sua vez, isso significa que o volume do
paralelepipedo determinado pelos vetores 7,», 7i+1, 7i+2
¢é igual a zero, de forma que cada trio de lados consecutivos
do pentagono deve estar contido no mesmo plano. Isso
prova que o pentagono inteiro estd contido em um plano.

O

Dicas para o Professor

Trés encontros de 50 minutos cada sao suficientes para
cobrir o material desta aula. Se a sua turma nunca teve
contato com a nogao de determinante, serd necesséario pelo
menos mais uma aula.

O uso de determinantes é incontornavel aqui. Mesmo
a expressao do produto misto em fungao das coordenadas
dos vetores é dada como um determinante. Embora os
determinates ja tenham sido usados na aula sobre produto
vetorial, a necessidade de sua aplicagao mais sistemética
nos forcou a fazer uma breve introducao desse conceito na
Secao 1.

Por outro lado, as nogoes de produto misto e de deter-
minante de Gram, dadas nesta aula, bem como suas inter-
pretagoes geométricas e fisicas e a aplicacao a geometria
(Teorema de Van der Waerden), servem como motivagao
ao estudo dos determinantes. Vocé tem, portanto, uma
oportunidade de introduzir a nogao de determinante com
uma forte motivagao geométrica.

A ligacao entre os determinantes de Gram e o produto
misto se dé através de sua interpretagao como volume. O
determinante de Gram de ordem 4 fornece uma medida
em R*, ou seja, uma extensdo da nocao de volume para
dimensao 4. Nesta aula, precisamos apenas do caso dege-
nerado, isto é, o caso em que esse volume em dimensao 4 é
igual a zero. Alternativamente, a demonstracao algébrica
apresentada, ainda que menos elegante, prescinde desse ar-
gumento geométrico em R*

De modo anélogo, vocé pode explorar os determinan-
tes de Gram de ordem 3 para determinar quando quatro
pontos pontos sao coplanares, ou seja, quando trés veto-
res “pertencem a um mesmo plano” (em outras palavras,
quando eles sdo linearmente dependentes). Isso d4 mar-
gem a introducao, de modo geométrico, da nogao de de-
pendéncia linear, tao importante na Algebra Linear.
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O Teorema de Van der Waerden, sobre a planaridade de
pentdgonos equildteros e equiangulares revela-se um dos
mistérios da Natureza: dentre os poligonos com pelo menos
quatro lados, apenas o pentdgono tem essa propriedade.
As conexoes desse teorema com a Quimica, embora sejam
profunda e nao elementares, podem ser exploradas como
motivagao.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. N. M. dos Santos et al. Vetores e Matrizes: Uma In-
trodugao a Algebra Linear. Cengage Learning, Sao Paulo,
2007.

2. M. R. Spiegel. Andlise Vetorial, Colecdo Schaum,
McGraw-Hill, Sao Paulo, 1972.
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