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1 Exercicios variados

Neste material, discutimos alguns exercicios sobre func¢oes
logaritmicas.

Exemplo 1 (ENEM - 2018). Em marc¢o de 2011, um terremoto
de 9,0 graus de magnitude na escala Richter atingiu o Japdo,
matando milhares de pessoas e causando grande destrui¢do.
Em janeiro daquele ano, um terremoto de 7,0 graus na escala
Richter atingiu a cidade de Santiago Del Estero, na Argentina.
A magnitude de um terremoto, medida pela escala Richter,

A
¢ R = log A> em que A é a amplitude do movimento
0

vertical do solo, informado em um sismografo, Ay é uma
amplitude de referéncia e log representa.-o logaritmo na base
10. A razdo entre as amplitudes dos movimentos verticais
dos terremotos do Japdo e da Argentina éigual a:

(a) 1,28.
(b) 2

(c) 10%.

(d) 100.

(e) 10° —107.

Solugao. Se A e Ag forem as amplitudes dos movimentos
verticais dos terremotos do Japao e da Argentina, o enunciado
do problema nos informa que 9 = log(A" ), enquanto que

7= log(f‘4 ). Deste modo, Ag =107, AG =107 e a relagdo

segue: 1‘2—2 = z = % =102 = 100. Portanto, a alternativa
correta é a letra (d). O

Exemplo 2 (ITA - 1975). A respeito da equagio exponencial
4% + 6% = 9%, podemos afirmar:

(a) x=9log (H\[) é uma raiz.

(b) == [log (%)] -log (H‘[) é uma raiz.
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(c) z = [log (%)]_1 -log (35£2) € uma raiz.

(@) = = [log (3)] " -log (
(e) nda.

6) € uma raiz.

Solugao. Vamos reescrever a equacao dada em termos de
poténcias nas bases 2 e 3: (2%)% + 27 - 3% = (3%)2. Dividindo
ambos os membros dessa igualdade por (2%)2, obtemos a
equagao equivalente

=3 - [G)T-

Portanto, (2)* é uma solucdo positiva da equacio quadrética

1+ z = 22, Como HT‘/‘% >0e 1’2—\/5 < 0 sdo as solucdes

dessa equagdo, concluimos que (ﬁ)x = 1+\/5 Aplicando log,
1+f

obtemos z - log (2) = log (2)* = log (15£8), de sorte que

= [1og (%)] -log (H‘f) Assim, a alternativa correta é
a letra (b). O

Exemplo 3 (IME - 1997/Adaptado). Se z e y sao nimeros
reais positivos satisfazendo o sistema

¥ =y
Yy = ax,

em que a1, calcule x e y em fungdo de a.
Solugdo. Como 0 < £ = a # 1, podemos aplicar log, em
ambos os membros das equagoes do sistema acima, obtendo
y-log,x=x-log,y
log,y =1+1log, x
Substituindo y por ax no primeiro membro da primeira

equagao, vem que

ox -log, x =z -log,y
log,y=1+log,
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o que equivale, cancelando z, a

o-log,x =log,y
log,y =1+log, z.

Observe que o sistema inicial, ndo linear, foi transformado
num sistema linear nas incégnitas log,, = e log,, y. Resolvendo
(63

esse sistema, obtemos log,, * = —— elog, y = Z%5. Portanto,

1 o
r=q1ey=qT1, J

Exemplo 4 (ENEM - 2015). Um engenheiro projetou um
automovel cujos vidros das portas dianteiras foram desenhados
de forma que suas bordas superiores fossem representadas pela
curva de equagdo y = log(x), conforme a figura. A forma do

vidro foi concebida de modo que o eixo x sempre divida ao
meio a altura h do vidro e a base do vidro seja paralela ao eixo
x. Obedecendo a essas condigcdes, o engenheiro determinou
uma expressao que fornece a altura h do vidro em funcdo da
medida n de sua base, em metros. A expressao algébrica que
determina a altura do vidro é:
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O
o) tog (143 ) —og (1-3)

@ tog (1+7) +105 (1- 1)

(d) log (””;”‘Qﬁ)

og (n +vn? + 4)
— )

Solugdo. Os extremos do arco do grafico da funcéo log,
indicado na figura, sdo da forma (u,logu) e (v,logv), em
que 0 < u < v. Como o eixo das abscissas divide ao meio
a altura, vale logv = % = —logu =1log(L). A injetividade
da func¢ao log nos garante entao que v.= %, ou ainda, uv =
1. Substituindo esta relacdo na igualdade n = v — u, e

multiplicando ambos os membros por v, obtemos nv = v? —1,
2

ou seja, v° —nv —1.= 0. Sendo v positivo, a férmula de
Bhaskara nos da v = @. Portanto, h = 2logv =
2log (%‘/m), de modo que a alternativa correta ¢é a letra
(e). O

Exemplo 5. Um determinado software produz grdficos de
fungoes polinomiais, trigonométricas e exponenciais, bem
como’ o grafico da fungao logaritmo natural. Se f e g sdo
fungdes da lista anterior, o programa também produz o grdfico
do resultado de uma operacdo f*g, em que x pode representar
a adicao, subtracdo, multiplicacdo, divisdo ou composicdo de
duas fungoes. Mostre que este software é capaz de produzir:

(1) O grdfico de qualquer fungdo logaritmica.

(i) O grdfico da fungdo f: (0,4 c0) = R dada por f(x) =
z%, sendo o um numero real arbitrdrio.
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Solugdo. Para o item (i), observe que a férmula de mu-
danca de base nos permite escrever log, * = }Ez, quaisquer
que sejam 0s numeros reais positivos e a # 1. Portanto,
log, = k- 1n, sendo kK = 1/Ilna. Como o programa produz
graficos de fungdes constantes nao nulas (que sdo as fungoes
polinomiais de grau zero), deve produzir também o gréfico
da funcdo produto entre a funcdo constante igual a k e a
funcao logaritmo natural, isto é, o software produz o grafico
da funcéo logaritmica de base a.

Quanto a (ii), basta observar que f(z) = e , pois
z® = " = e@n7 Qe o programa consegue produzir o
grafico da funcdo produto z — alnz, ele também consegue
produzir o grafico da composta dela com a fungao exponencial

de base e, ou seja, o software produz o grafico da funcdo f. O

alne

Exemplo 6 (PROFMAT - ENQ/2018.1).-Isdtopos radioativos
de um elemento quimico estdo sujeitos a um processo de
decaimento radioativo. Com o passar do tempo, uma amostra
de tais isotopos vai se desintegrando, isto €, emitindo radiacdo
e se transformando em uma amostra de dtomos mais estdveis.
Sabe-se que este decaimento é de tipo exponencial, isto €,
denotando por m(t).a massa de um determinado isétopo
radioativo no instante t, tem-se

m(t) = mg - b’ (1)

para algum 0°< b <1, sendo mg > 0 a massa inicial. A meia
vida_desse isotopo, denotada T, é o tempo necessdrio para
que a massa m se reduza a metade de seu valor inicial.

(a) Calcule b em fungdo de T

(b) Calcule, em funcio de T, o tempo necessdrio para que m
se reduza a um terco de seu valor inicial.

Solugao. Para o item (a), como mg é a massa do is6topo
no instante ¢ = 0, a definicdo de meia vida nos garante que
a massa no instante T, m(T), deve ser a metade da massa
inicial, isto é, m(T") = %2. Logo, a equagao nos permite
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escrever mob? = %52 ou, ainda, b = % Assim,

1 1\ 7T
bT:2:>b:(2> = bh=92"T.

Quanto a (b), seja T” o tempo necessério para que a massa
m se reduza a um terco de seu valor inicial. Assim, por 7
mob? = m(T") = %2, ou seja, T’ = % Utilizando o valor
de b calculado no item anterior, calculamos:

1 ’ 1 il 1
27 = - =277 ==
@77)" =3 T =3
! 1
:—T:10g2§:—10g23

=T = (log, 3)T.
O

Exemplo 7. Sejam y e w numeros reais nao nulos. Se os
numeros reais T e z forem positivos e diferentes de 1, mostre
que os pares ordenados (x,y) e (z,w) pertencem ao grifico de
uma fungdo logaritmica se, e somente se, x = zY.

Solugao. Suponha, inicialmente, quee o grafico da funcgao
log, contém os pontos (z,y) e (z,w). Entdo, y = log, = e
w = log, z, ouseja, a¥ = x e ¥ = z. Se elevarmos a w
ambos os membros da primeira igualdade acima, e elevarmos
a y ambos os membros da segunda igualdade, ficamos com
(a¥)?=z" e (a™)¥ = 2Y. Logo,

2 = ()" = ¥ = (a")Y = V.

Reciprocamente, suponhamos que % = z¥. Queremos
encontrar um numero real positivo a, diferente de 1, de modo
que o grafico de log, “passe” pelos pontos (z,y) e (z,w). Se
esse for o caso, entdo, como j4 vimos na primeira parte, deve
ser a¥ = x, ou seja, a = /Y. Assim, z!/¥ é a tnica escolha
possivel para a.

Da mesma forma, z é a unica escolha possivel para
uma base b tal que o ponto (z,w) pertenca ao grifico de log;,.

1/w

http://matematica.obmep.org.br/ P.6
matematica@obmep.org.br



Agora, se a = z/¥ e b= 2% note que 0 < a,b # 1. Por
fim, resta mostrar que a = b, o que é imediato:

v =2Y = (x“’)fw = (zy)z%w =z

Iy
gl=

=zw =>a=0"0.

O

Exemplo 8. A func¢do seno hiperbdlico, senh : R — R, ¢é
definida por senhx = €=¢"
calcule a sua inversa.

. Mostre que senh ¢ bijetiva e

Solucao. Para mostrar que senh é bijetiva, precisamos pro-
var que, dado um ndimero real arbitrario y, existe © € R com
y = senhz (0 que expressa a sobrejetividade de senh); sendo
x 0 Unico ntimero real com esta propriedade (o que manifesta
a injetividade de senh). De outro modo, precisamos provar
que, para cada y € R, a equagdo senh x = y possui uma tnica
solugao real. Com efeito, a equagao senhz = y se escreve
como

2 ¥

Multiplicando ambos os membros desta equacgao por 2e” e
trazendo o termo do 22 membro para o 12, vemos que a
equagao senh z = y equivale € equagao exponencial

(e")? — 2ye” — 1 =0.

Assim, e” deve ser uma solugao positiva da equac¢do quadratica
X2 = 2yX — 1 = 0, cujas raizes sdo y — /y2+1 < 0 e
9+ /92 + 1 > 0. Concluimos, pois, que

senhz =y & e =y+Vy2+1
< z=In(y+ vy +1).

Em particular, esse calculo também fornece a expressao da
inversa da funcdo senh. Temos senh ™' : R — R, senh ™' (y) =

In(y + /9> +1). O
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Os problemas que seguem sao mais desafiadores. Para
o préximo exemplo, relembre o Teorema Fundamental
da Aritmética: todo nimero natural maior que 1 pode ser
escrito como um produto de niumeros primos. Além disso,
tal decomposicdo € unica, a menos da ordem dos fatores.
Portanto, se a > 1 é um numero natural, existem [ € N,
numeros primos distintos py, po, ..., p; € inteiros positivos
ri, T2, ..., T1, univocamente determinados, tais que a =

71 T2 1
pl . p2 e pl .
Exemplo 9. Se a e b sdo inteiros maiores que 1 tais que log, b
€ um numero racional, mostre que a e b sdo poténcias de um

mesmo inteiro positivo. Em particular, log,b é um nimero
irracional se a e b sGo primos entre si.

Solugao. Sejalog, b= ™, em que m-e n sdo inteiros positi-
n m .
vos e relativamente primos. Assim, b =a™;ou ainda,

b = a™, 2)

Dessa igualdade, vemos que os inteiros a e b admitem os
mesmos divisores primos. Com efeito, se p é primo, entao p
divide a < p divide a™ < p divide b™ < p divide b. Portanto,
se p1,p2, . . .,pi sdo os divisores primos de a e b, vale a = pi* -
Py’ --pt e b=pit.ps? .- p)t, para certos inteiros positivos
1,72, 311,515,582, « - 5S1-
~ s S92 S _ 71 T2 71

Da relacao , vem (p1'-p5?---p" )" = (p1' -py? - )™,

isto €,

ns1

V41

S92

* P2

mry mro

...p?slzpl .p2

mry
... pl .
Como a decomposicdo em fatores primos é uinica, segue-se
que
ns; = mr;, (3)

para cada 1 < i <. Como m divide ns; e m é primo com
n, concluimos que m deve dividir s;, digamos s; = mt;, t; €
Z*,Vi. Daf e de (3)), vem que r; = nt; para todo i, e a
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< . ty .t t
conclusao segue: definindo ¢ = pi* - py* - - - p;*, obtemos

— 71 72 T
a=py PP

nt nto nt;
=py Dy D
— — L.
— (pl . p2 P pl ) =cC ;
analogamente, b = ¢™, como queriamos. O

Exemplo 10.
(i) Mostre que a fungdo f : (0, 4+ c0) — R, definida por
f(x) =log, | x, € injetiva.
(i1) Resolva a equagdo logy (1 + /x) = logs .
Solugdo. Para o item (i), provaremos que f € crescente. Ora,
1—f(r)=1-log, o
Inz
In(z+1)
In(z+1)—-Inz
In(z +1)
In (“‘1) ~In (1 + %)
ln(a: +1) In(z+1)’
qualquer que seja o nimero real positivo x.
Como as fungdes 0 < x +— In (1 + %) eld<z— ln($+1)
sa0 positivas e decrescentes, 0 mesmo ocorre com o seu pro-

duto, ou seja, 1 — f é uma funcdo decrescente. Dai, é facil
concluir que f é crescente, como queriamos.

(ii) Com a mudanga de varidvel y = \/z, a equagio proposta
se escreve como log,(1 + y) = logs 42, ou ainda, 2logsy =
log,(14y). Expressando os logaritmos na base y+1, obtemos

log, 1y log, ;3
. = PEN log Yy = _oyT-
log, .13 log, .2 v+l 2log, .12
log, 13
S g, 11
Y

< log, ;y =log, 3.
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Agora, o item (i) garante que log, ,; y = log, 3 < y = 3.
Logo, £ = y? = 9 é a tinica solucdo da equacdo. O

Para o proximo problema, sejam a um ntmero real posi-
tivo e S, a drea da regido limitada pela hipérbole y = 1/x,
pelo eixo das abscissas e pelas retas verticais x =1 e x = a.
Entao, dos estudos ja realizados em modulos anteriores, sa-
bemos que Ina = S,,se a > 1,elna = —S5,, caso 0 < a < 1.

Exemplo 11. Mostre que, se a é um nidmero real positivo,

entao
Ina<a-1 (4)

Prove também que a igualdade ocorre se, e s6.se,a = 1.

Solugdo. Inicialmente, suponhamos a > 1. Observeo grafico
abaixo. O “trapézio curvilineo” ABED tem éarea Ina, en-

y=1/z
1 D ¢
E
=
A B
1 a

quanto que o retdngulo ABCD tem é&rea (a — 1) - 1. Como a
area de ABED é menor que a area de ABC'D, vem Ina <
a — 1. Esta mesma desigualdade é valida caso 0 < a < 1. A
ideia é a mesma, comparacao de areas. Vejamos: agora a
area de ABED é maior que a area de ABC'D. Como a area
de ABED ¢é —Ina e a drea de ABCD é (1 —a) - 1, obtemos
—Ina > (1 —a), ou seja, Ina < a — 1, como querfamos.

E claro que Ina e a — 1 sdo iguais (a zero) caso a = 1.
Tendo provado acima que 0 < a # 1 = Ina < a — 1, podemos
concluir que vale a desigualdade Ina < a — 1, qualquer que
seja a > 0, com igualdade se, e s6 se, a = 1. O
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E
F S— C D
y=1/z
B A
a 1

O problema anterior nos permite demonstrar uma impor-
tante desigualdade: a desigualdade entre as médias. Antes,
porém, algumas defini¢oes: dados n ntmeros reais positi-
VoS ay, asg, . . ., ay, definimos a média-aritmética. A daqueles
ndmeros por

a1 +as+...4ay

A= :
n

e a média geométrica G por

= {/a1as...0ay.

Exemplo 12. Prove a desigualdade entre as médias: G < A,
ou seja, mostre que
ar +as+ ...+ an

vaias ... an S n ) (5)

QUAISQUET qUE SEjam 08 NUMETos Teats POSItivos a1, g, -+ , Uy
Prove também que a igualdade entre a médias ocorre se, e s6
S€, A1 = A2 = ... = Ap.

Solugdo. Se a; = ay = = a, = a, ambas as médias
geométrica e aritmética rebultam em a, ou seja, ocorre a
igualdade entre as médias.

Supondo que aj,as,...,a, ndo sdo todos iguais, quere-
mos provar agora que {/aias...a, < A, sendo A a média
aritmética dos nimeros aj, as, ..., ay.
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Utilizaremos a desigualdade (4l) para cada um dos nimeros
a;/A,i=12,...n, naforma 4 >In(%)+1. Alguma dessas
desigualdades deve ser estrita, uma vez que os numeros a; /A
nao sdo todos iguais a 1. Concluimos, entao, que

Z Z[ln(i

Observando que a média aritmética dos ntimeros a;/A é
igual a 1, vem

M@

a1 4 as an
ATt a e+

1=
n
N o (%) +1]+[n(%)+1]+...+[n (%) +1]
n
_ In%gd +n%+4+...+In% +n
n

1 aias...an,
= .1 1

n ( An >+

de modo que In (n—valifa’) < 0, ou seja, ﬂivallxa" <1 ou,
ainda, {/ajaz .. a, < A. Portanto, vale a desigualdade entre
as médias , com igualdade se, e s6 se, todos os ntimeros
a1,as9, .. .,a, forem iguais. ]

No 1ultimo exemplo desta lista, tem-se o problema do
caleulo do niimero n de algarismos de um inteiro positivo N.

Sabemos que
n=|logN|+1,

em que |z] denota o maior inteiro que ndo supera o niimero
real = (cf. Secdo 3 do material referente & aula Fungdo
Logaritmica e Propriedades - Parte 1, do médulo Funcdo
Logaritmica, do primeiro ano do Ensino Médio).

Exemplo 13. Calcule o nmimero de digitos do inteiro 5°°°.
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Solugdao. Um modo rapido de resolver este exercicio con-
siste em usar uma calculadora para estimar 5001log5: como
5001og 5 = 349,4, com uma casa decimal exata, temos

|log 5°°°| = |5001og 5] = 349,

e o nimero de digitos de 5°%° é 349 4 1 = 350.

Sem calculadora, podemos fazer o seguinte. Se M e
N representam os ntimeros de algarismos de 2590 e 5500,
respectivamente, entdo M+N = 501. Com efeito, da defini¢ao
de maior inteiro, vem

M —1<500log2< M e N—1<500logh < N.

(Observe que, pelo exemplo |§|, log 2 e log b sao numeros ir-
racionais.) Somando membro a membro tais desigualdades,
obtemos

M+ N —2 < 500log2 45001085 < M + N.
Como
5001og 2 4+ 5001og 5= 500 log(2 - 5) = 500

e o0 Unico inteiro maior que M + N — 2 e menor que M + N
é M + N — 1, concluimos que M + N — 1 = 500, ou seja,
M + N = 501. Dai, s6 precisamos calcular M, o nimero de
algarismos de 2590, Para estimar 500 log 2, primeiro observe

1 1 o)
que 10 < - AbSlm,

0 < 10log2 — 3 = log 1024 — log 1000
o (1024) o ( + 24 )
~ 81000 1000

24
1n(l"‘moo) 1 24
Jnlrnh) 1, 2

In 10 1000
1 24
— 0,012,
<35 1000 = 0

em que a desigualdade foi ultilizada na linha anterior com
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Portanto,

0< 10log2 — 3 < 0,012 = 3 < 10log 2 < 3,012

20150 < 500log 2 < 150,6

= |5001log 2| = 150.
Logo,
M = [log2°°°| + 1 = |5001og2| + 1 = 151,

e segue que N = 501 — M = 350, como esperavamos. [

Dicas para o Professor

Antes de iniciar as solugées, pode ser util fazer uma revisao
do contetudo, destacando-se as principais ideias envolvidas
nos argumentos. Em seguida, é fortemente recomendavel
que o professor incentive os alunos a produzirem as suas
préprias solugdes, indicando, se necessario, uma estratégia
argumentativa. Finalmente, sugerimos que as resolucgoes
sejam apresentadas em detalhes e problemas correlatos sejam
discutidos com a turma. Dessa forma, trés ou quatro sessoes
de 50min devem ser suficientes para expor o contetdo deste
material.

As referéncias a seguir contém mais exercicios sobre fungoes
logaritmicas.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. E. L. Lima et al. A Matemdatica do Ensino Médio, vol.
1. Colecgao do Professor de Matematica. Rio de Janeiro:
SBM, 1998.

2. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, vol.
3. Introdug¢do a Andlise. 2% ed. Colecao do Professor
de Matematica. Rio de Janeiro: SBM, 2013.
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