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Na aula O Teorema do Sanduiche, do médulo Leis do
Limite - Parte 1, estabelecemos o limite trigonométrico fun-

damental: sen
lim =1. (1)
z—0 X
J& no exemplo 3 — (a) dessa mesma aula, apresentamos um
outro limite, lim,_,q 1_;‘2’” = %, o qual implica a relagao
cosz — 1
lim —— = 0. (2)
x—0 xX
Realmente, basta escrever (cosz —1)/z = —z - (1 — cos 1) /x>

para concluir aquela igualdade.

Assim, pela definicdo de derivada, a informagao expressa
nos limites e se resume a sen’(0) =1, cos/(0) =
0, sendo nossa meta estender o cédlculo dessas derivadas a
qualquer niimero real.

Mais precisamente, na proxima seg¢ao;-utilizaremos os
limites e para verificar a diferenciabilidade das fungées
seno e cosseno, provando as relacdes sen” = cos, cos’ = — sen.
Dali, pelas regras aritméticas de derivagdo, obteremos as
derivadas das demais funcées trigonométricas, tg, cotg, sec e
cossec.

1 Derivadas das fungoes
trigonométricas
Comecaremos com o calculo da derivada da fungdo seno.

Utilizando as féormulas de adicao de arcos da Trigonometria,
temos, para x € R fixado,

, . sen(z+h)—senz
sen’ x = lim
h—0 h
sen x cos h + sen hcosx — sen

= lim
h—0 h
. cosh—1 senh
= lim |senx - + - COS X
h—0 h h
. cosh—1 . senh
=senz- lim ——— +cosz - lim
h—0 h—0 h
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Entao, e (com h no lugar de z) dao
sen’x =senxz-0+4cosx -1 =cosz.

O célculo da derivada da fungao cosseno ¢ similar, valendo-
nos novamente das férmulas de adi¢do de arcos da Trigono-
metria, juntamente com e :

cos(xz + h) — cosz

h—0 h
cosxcosh —senhsenx — cosx

cos’' x =

= lim
h—0 h
. cosh—1 senh
= lim | cosx - — -senx
h—0 h h
. cosh—1 . senh
=cosz - lim ——— —senx - lim
h—0 h—0
=cosz-0—senx-1=—senux.

Resumindo a discussao acima, obtivemos o seguinte resul-
tado.

Teorema 1. As fungdes seno e cosseno sao derivdveis, valendo
sen'z =cosz e cos'z = —senxw, (3)
para cada nimero real .

Na verdade, as regras acima mostram que sen e cos sao
fungoes suaves; ou seja, possuem derivadas de todas as ordens.
Mais ainda, as relacoes

! " "
sen = cos, sen = —sen, sen = = — Cos, Sen(4) = sen

atestam que a sequéncia das sucessivas derivadas da fung¢ao
seno tem periodo 4. Um célculo similar estabelece o mesmo
fato para a fungdo cosseno. Dai, fica facil concluir o préximo
resultado.

Proposicdo 2. Sejam n um ndmero natural e r € {0,1,2,3}
o resto na diwisio de n por 4. Entdo, sen™ = sen(" e
cos™ = cos™ [

ILembre-se de que f(™) denota a derivada de ordem n de f, sendo

PO =t
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Exemplo 3. Calcule as quatro primeiras derivadas da fun¢do
f(z) =e"senz, z € R.

Solugao. Utilizando as regras de derivacdo e o teorema an-
terior, temos

f(x) = e*senx + €” cosz = e*(senx + cos x),

f"(x) = e*(senx + cosx) + €”(cosx — senx) = 2€” cos x,

1" (z) = 2€” cosz + 2e”(—senz) = 2€”(cosx — sen )

F® () = 2e% (cos & — sen x) + 2e” (— sena — cos )

= —4e*senzx.
O

Exemplo 4. Prove que a fungdo seno é-estritamente concava
no intervalo [0, 7).

Solucgao. Pelo teorema 6 da aula Propriedades - Parte 111,
do médulo Derivada como Func¢do, basta mostrar que cos,
a derivada de sen, é/decrescente em [0, 7]. Por sua vez, de
acordo com o teorema 7 (e a observacao 9) da aula Proprieda-
des - Parte I, do mesmo moédulo, isso segue da desigualdade
cos’ = —sen < 0-em (0,7), que, por sua vez, é consequéncia
da positividade da fungao seno nesse mesmo intervalo. [

Exemplo 5. Se tgf = 60, mostre que a reta y = cosf - x
tangencia o grdfico da funcdo seno.

Solugdo. Vejamos que a reta r : y = cosf - x tangencia o
grafico de sen no ponto de abscissa 6. A escolha desse ponto
é razoavel, pois a inclinagdo da tangente ao grafico da funcao
seno ali nada mais é que sen’ § = cos #, a mesma inclinagao
da reta r. Para concluir, falta apenas verificar que r passa
pelo ponto (0, sen 6), o que segue da hipétese tg 8 = 0, relacao
equivalente a sen 6 = cos6 - 6. O

O proéximo resultado encerra o célculo das derivadas de
fungoes trigonométricas.
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Teorema 6. As funcgdes tangente, secante, cotangente e cos-
secante sao (infinitamente) derivdveis em seus respectivos
dominios. Além disso, valem as regras

2

tg' x = sec’x, cotg’ x = — cossec? z, (4)

sec’ z = secwtgx, cossec’ z = — cosseczcotgx.  (5)

Prova. A diferenciabilidade dessas func¢bes, bem como as
férmulas acima, seguem da regra do quociente para a deri-
vada, ja que

sen cos 1 1

tg = —, cotg=——, sec = —, cosseC=——
cos sen cos sen

onde quer que tais fungdes estejam definidas.. Provaremos as
primeiras formulas em e , deixando as demais como
exercicio.

Pelo teorema [T} vem que

, sen’ x cosx — senx cos’ x
tg x =

cos?zx
2 2
cos“ x +sen”
cos?x
1
= T, = sec2 Z.
cos? x
Além disso, conforme observado apés o exemplo 3 da aula
Ezxercicios - Parte II, moédulo anterior, vale

d<f<1w>) F@

o f@)?
em cada ponto x onde f for derivavel e se tenha f(z) # 0
(isso também é uma consequéncia da regra de derivagdo do
quociente). Dai, fazendo f = cos, obtemos

, —senx 1 senx
sec r = — 5 = . =secxtgx.
Ccos* T COST COST
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2 Mais alguns exemplos
Exemplo 7. Se f for a func¢do do ewemploH, calcule f(290) (%)

Solugéo. Vimos na solucio do exemplo |3[ que f*) = —4. f,
com f(x) = e®senx. Daf, f®) = —4. f4) = (—4)2. f, f(12) =
—4-f(®) = (=4)3. f e, mais geralmente, f(*®) = (—4)". f para
cada natural n. (Convidamos o leitor a justificar essa férmula
por indugdo matematica.) Sendo 200 = 4 - 50, obtemos

(200)([) — (—4)50 (f) — 450,7/2
7O (T) = (—ay0s (3) = 402,

O
Exemplo 8. Sabe-se que as retas perpendicularesr e s tan-
genciam o grdfico da func¢do cosseno.  Se.P. for o ponto de

intersecdo dessas retas, determine o menor valor possivel da
distancia de P ao eizo das abscissas.

y = cosx

Yo

Figura 1: exemplo

Solugao. Se P = (zg,yo0), entdo |yo| é a distdncia de P ao
eixo das abscissas, de modo que estamos procurando o valor
minimo que |yo| pode assumir.

Digamos que as retas r, s tenham inclinagdes m e n,
respectivamente, e tangenciem o grafico da fungao cos nos

http://matematica.obmep.org.br/ P.5
matematica@obmep.org.br



pontos de abscissas a e b, também respectivamente. Entao,

segue de (3) que m = —sena, n = —senb.
Por outro lado, o fato de r e s serem perpendiculares
implica mn = —1, de sorte que
sena-senb = —1, (6)
A partir dai, pode-se afirmar que sena = —senb = £1. Com

efeito, segue de @ que sen a e sen b tém sinais contrarios.. Por
outro lado, se alguma das desigualdades |sena| < 1,|senb| <
1 fosse estrita, teriamos

|sena -senb| = |senal- |senbd| <1,

em contradigdo com a igualdade |sena - senb| = 1. Dali,
sena = 1, senb = F1 e a afirmacdo segue.

Supondo, sem perda de generalidade, sena =1 e senb =
—1, vem que a = 7/2 + 2kw, b = —7/2 + 2l7, para certos
inteiros k, . Desse modo, notando que cosa = cosb = 0, as
retas r, s se expressam pelas equagdes’y =z —a, y =b —x,
respectivamente.

Recordando que P = (zg,yp) ¢ comum a r e s, temos as
igualdades yg = zg — a, yo = b — g, que, somadas ordenada-
mente, ddo

Lb—a
Yo = 5 S 5

em que s :=2(l — k) — 1 é um inteiro {impar. Portanto,

Yol = [s] - /2 > /2,

com igualdade se, por exemplo, a = 7/2 = —b (caso em que
kE=1=0).

Conclui-se, entdo, que m/2 é o valor minimo assumido por
|yo|. Em outras palavras, a menor distancia possivel de P ao
eixo das abscissas é /2. O

O seguinte resultado auxiliar se mostrara util diversas
vezes.
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Lema 9. Sejam I um intervalo fechado de extremo infe-
rior a e f : I — R uma funcdo n vezes derivavel, tal que
fla)=f'(a) =...= f*V(a) = 0. Se f™ for positiva no
interior de I, entdo f serd crescente. Em particular, f e suas
derivadas serdo positivas no interior de I.

Prova. Por indugdo em n. Se n = 1, o resultado segue do
teorema 7 (e da observagao 9) da aula Propriedades - Parte
I no médulo Derivada como Funcgao.

Supondo o resultado verdadeiro para um certo n, seja
f I — R uma fungao satisfazendo as condi¢Ges no enunciado,
com n + 1 no lugar de n.

Como f(™(0) =0e [f™] = f"+1) & positiva no interior
de I, a base de inducéo, aplicada & fun¢ao f(™, permite
concluir que tal funcdo é crescente. Dai,

z>0= fM(z) > fM(0) =0,

ou seja, f(") é positiva no interior do intervalo I. Por hip6tese
de inducgéo, f é crescente e o argumento indutivo estd com-
pleto. O

Exemplo 10. Mostre que

x2

cosr > 1— —
2

para todo xreal, com igualdade se, e so se, x = 0.

Solugao. Seja g : R — R definida por
2 2
g(z) = cosx — (1 — 2) =cosx + % — 1.

Interpretando o enunciado do exemplo em termos da fungao
g, pede-se para provar que g(x) > 0, com igualdade se, e
s6 se, x = 0. Como ¢(0) = 0, s6 precisamos mostrar que
x # 0= g(z) > 0. Observando que g é uma fun¢do par, a
implicagao anterior se reduz a

x>0=g(z)>0. (7)
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A desigualdade g(x) > 0 certamente é verdadeira para
x > 27, pois, nesse caso,

2
g(l‘)=Cosx+%_12—1+27T2—1=2(7T2_1)>0-

A andlise do sinal de g(x), para valores de x entre 0 e 27,
se faz considerando a fungao restricio f = g[[p,2x). Temos

f(x)=—senzx+x e f’'(x)=—cosz+1,

de sorte que f(0) = f/(0) = 0, enquanto f” > 0 em (0, 2m).
Pelo lema acima, g = f > 0 nesse intervalo, o que encerra a
verificagdo da desigualdade . O

Exemplo 11. Em um tridingulo retangulo.de hipotenusa a,
seja h a altura relativa d hipotenusa. Se x é a medida em
radianos de um dos angulos agudos desse-triangulo, mostre
que

h > a(3z —2tgx). (8)

Solugao. A relagao pode ser reescrita na forma ah >
a®(3z — 2tgx), ou melhor,

be> a?(3r — 2tg ),

em que b, ¢ sdo as medidas dos catetos do tridngulo ﬂ Como
b/a e ¢/a sdo, nao necessariamente nessa ordem, iguais a
cost e senx, a desigualdade anterior equivale a

be
senx-cosr = — > 3x — 2tgw,
a

ou ainda,
sen 2x

> 3z — 2tgz,

pois sen 2x = 2sen z cosx. Desse modo, definindo a funcao
f:[0,7/2) = R por

sen 2x

flz)=2tgz + — 3z,

2A igualdade ah = bc é uma das relacdes métricas em tridngulos
retangulos.
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a solugdo estard encerrada se provarmos que f(z) > 0 para
todo x € (0,7/2). Para estabelecer essa desigualdade, utili-
zaremos o lema[J] com n = 1.

Primeiramente, recorde que, se g for uma funcao derivavel,
entao

d(g(kx)) /
——— =k-g'(k
I g (kx)
para cada numero real k e cada ponto £ no dominio de ¢ ﬂ
Assim, tomando g(z) = % - sen 2x, vemos que
/ 1 2
g'(z) = 3 (2cos2z) = cos2x = 2cos” x — 1.

Portanto,

f'(x) = 2sec® z + (2cos? z — 1) =3
= 2(sec? x — 2 +cos? )
= 2(secz — cos.x)* >0
para todo x € (0,7/2), uma vez que secx — cosx = l-cos’z

é positivo nesse intervalo. Por fim, sendo f(0) = 0, o lema[9]
garante f > 0 em (0;7/2), como desejado. O

Exemplo 12. Prove-que o perimetro de um triangulo acutan-
gulo € maior que o dobro-do diametro do circulo que o circuns-
creve.

Solugao. Peloexemplofd] a fungdo sen ¢ estritamente concava
no-intervalo [0, 7]. Em particular, como a reta y = (2/m)x
corta o grafico da func¢éo seno nos pontos (0,0) e (7/2,1),
o arco aberto desse grafico com extremos naqueles pontos
situa-se estritamente acima do segmento de reta aberto de
mesmas extremidades (acompanhe na figura a seguir). De
outro modo, temos

2x
senx > —,
T

para todo = € (0,7/2).

3Confira o material da aula Fzercicios - Parte II, no médulo Férmulas
de Diferenciagao.
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Yy =senx

70 /2

Portanto, se o tridngulo tiver angulos internos agudos e
iguais a «, (8 e v, vale

sena+sen6+sen7>£+ B
7r
:Q.Mﬂzz
s

Por outro lado, se R for o raio do circulo circunscrito do
tridngulo, seus lados terao, pela Lei dos Senos, medidas iguais
a

2Rsenc, 2Rsenf e 2Rsen~.

Entao, sendo 2p o perimetro do tridngulo, as rela¢bes obtidas
até aqui nos permitem escrever

2p=2R(senc« +sen 3 +senvy) > 2 - 2R,

que ¢é a designaldade desejada. O

Dicas para o Professor

Duas fungoes trigonométricas f e g sdo ditas complemen-
tares quando assumem o mesmo valor em arcos complemen-
tares. Mais precisamente, f e g sdo complementares quando
g(x) = f(r/2—x) para todo x no domino de g. As fungdes cos,
cotg, cossec sdo, respectivamente, as fungoes complementares
de sen, tg, sec e vice-versa.
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Uma vez conhecida a férmula para a derivada de uma
funcao trigonométrica f, a regra para derivar sua fungdo com-
plementar consiste em substituir cada funcao trigonométrica
que ocorre na expressao de f' por sua complementar e, ao
final, trocar o sinal da expressao. Em simbolos e nas notacoes
da definicdo acima,

g'(z) = —f'(7/2 - x).

Isso pode facilitar a memorizagao das férmulas , @ e .
Duas sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteido deste material.
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