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Neste material, apresentamos alguns problemas cujas
solugdes envolvem aritmética modular. Iniciamos com o
seguinte exemplo.

Exemplo 1. Encontre o resto na divisio de 112923 por 9.
Solugao. Temos que

11 =2 (mod9) = 11% = 23 (mod 9)
— 11> =8 = —1(mod 9).

Mas
202313
22 674
13
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Logo,

(113)°™ = (=1)°7 (mod 9) = 112 = 1 (mod 9)
— 11292211 = 1- 11 (mod 9)
— 11?"% = 11 = 2 (mod 9).
Portanto, na divisdo de 112923 por 9, o resto é igual a 2. [

Exemplo 2. Prove que, se n é um nidmero natural, entdo
11742 4 1227+ ¢ divisivel por 133.

Solugao. Observe que

11712 41227+ = 117 - 112 41227 - 120
=121-11" + 12 (12%)"
=121-11" + 12 - 144",

Agora, perceba que

11 = 144 (mod 133) = 11" = 144" (mod 133)

121 = —12 (mod 133).
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Portanto, multiplicando membro a membro as duas Ultimas
conguéncias, obtemos

121 - 11" = —12 - 144™ (mod 133),
de sorte que 133 divide 121 - 11™ + 12 - 144™. O

Exemplo 3. Encontre o menor nidmero natural n tal que
632022 . 652023 + n seja divisivel por 8.

Solucao. Temos que

63 = —1 (mod 8) = 63*9?2 = (—1)?**? = 1 (mod 8)

65 = 1 (mod 8) = 652923 = 12°% = 1 (mod 8):

Logo,
632022 . 652923 = 1. 1 = 1 (mod8).

Portanto, o menor ntimero natural n tal que 632022652023 4 p,
é divisivel por 8 é n = 7. O

Exemplo 4. Mostre que 27° + 370 ¢ divisivel por 13.
Solucao 1. Temos que
24 = 16 = 3 (mod 13) = (2%)° = 3% (mod 13)
= 2'? =27 =1 (mod 13)
— (2'2)" =1° (mod 13)
= 2% =1 (mod 13)

24 = 16 = 3 (mod 13) = (2%)” = 32 (mod 13)
— 2% =9 (mod 13)
— 2%.22 =9.2? (mod 13)
— 2'9 =36 = 10 (mod 13).
Juntando as informacgoes obtidas acima, concluimos que

270 = 260910 = 1.10 = 10 (mod 13).
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Também temos que

3% =27 = 1 (mod 13) = (3%)* = 1% (mod 13)
= 3% =1 (mod 13)
— 3%9.3=1-3(mod 13)
— 37 = 3 (mod 13).

Portanto, obtemos
270 4+ 370 =10+ 3 =13 = 0 (mod 13),
ou seja, 270 + 370 ¢ divisivel por 13. O
Solugao 2. Observando que 4 = —9 (mod 13), temos que
270 + 370 — (22)35 + (32)35
—_ 435 4 935
= (—9)%°4 9% (mod 13).
= —9% 4+ 9% =0 (mod 13).
O

Exemplo 5. E possivel _escrever 10000 como soma de dois
cubos perfeitos?

Solugao. Inicialmente, veja que

10.= 3 (mod 7) = 102 = 3 (mod 7)
— 10> =9 =2(mod 7)
— 10%-10 =2-10(mod 7)
— 10° =20 = —1 (mod 7)
— 10%-10 = (—1) - 10 (mod 7)
— 10" = —10 = 4 (mod 7)

Por outro lado, se n é um nimero natural qualquer, afirmamos
que n® = 0(mod7) ou n® = 1(mod7) oun® = —1(mod7).
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De fato, temos que

(mod7) = n® = 0% = 0 (mod 7)

( y=n>=1%=1(mod7)

( y=n?=2"=8=1(mod7)

(mod7) = n®=3%=27= —1(mod7)

( )=n3=4>=64=1(mod7)

( ) —8=—1(mod7)
( ) —1 (mod7)

= n’ =5 =(-2)*
=n?=6%=(-1)%

Agora, suponha que 10000 = a® + b3, em que a e b sdo
ndmeros naturais. Combinando os possiveis valores para a>
e b3 médulo 7, obtemos que, médulo 7,

a4+ =0+0,04+1,0+ (=1),14+ 1,1+ (=1) ou (=1) 4 (=1),
isto é,
a®+b*=0,1,—1,20u —2(mod7).

Conforme vimos acima, 10000 =10* = 4 = -3 (mod 7), de
sorte que deveriamos ter

-3=0,1,—1,20u —2(mod7).

Uma vez que isso é impossivel, concluimos que 10000 nao
pode ser escrito como uma soma de cubos perfeitos. O

Observacao 6. Nado podemos ultilizar o mesmo raciocinio
empregado na solu¢io do exemplo [3] para concluir que 100
nao pode ser escrito como soma de dois cubos. De fato, como

100 = 10? = 3% = 2 (mod 7)

ao supormos que 100 = a® + b3, ndo chegamos a uma con-
tradi¢do (como naquele exemplo), tendo em vista que a® + b3
pode ser congruente a 2, modulo 7.

Contudo, isso também nao significa que 100 possa ser
escrito como soma de dois cubos perfeitos. De fato, € facil
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verificar (faga isso!) que 100 ndo pode ser escrito desse modo
(0s cubos perfeitos menores que 100 sdao 0, 1, 8, 27 e 64, e
ndo hd dois deles que somem 100 ).

Entretanto, utilizando o mesmo raciocinio empregado no
exzemplo [3, é possivel mostrar que qualquer poténcia de 10 da
forma 103"+! ndo pode ser escrita como soma de dois cubos
perfeitos. Com efeito, temos

10° = —1(mod 7) = (10%)" = (~1)" (mod 7)
— 10°" = (=1)" (mod 7)
— 10°" .10 = (—=1)" - 10(mod 7)
— 10%"* = (—1)" - 3 (mod 7).

Se n for par, obtemos
103" = (=1)" . 3 =3 (mod 7)
e, se n for impar,
1% = (=1)" -3 = =3 (mod 7).

Como 3 ou —3 ndo sdo possiveis congruéncias de a® + b3 por
7, concluimos que ndo € possivel escrever 103" como soma
de dois cubos perfeitos.

Exemplo 7. Se n € um nimero natural impar, entdo a soma
1m4+2"+ . .+ (n—=2)"+ (n—1)" é um maltiplo de n.

Solugao. Sendo n impar, os inteiros de 1 a n — 1 podem

ser agrupados nos pares l en —1,2en—2, ..., %71 e
n— (".;1) = ’%”1 Por outro lado, também porque n é impar,

temos (—¢)" = —t", para todo t € Z. Logo,

n—1=-1(modn) = (n—-1)" =(-1)" = -1"
= (n—1)"4+1" =0(modn),
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e, em geral,

n—1

5—, obtemos as congruéncias

Fazendo j variar de 1 a

Somando-as membro a membro, chegamos a

" " n—1y n+ 1y
1" 42 +...+( 5 )+( . )+...+

+(n—=2)"4+ (n—1)" =0(modn).
O
Exemplo 8. A soma de dois quadrados perfeitos impares pode
ser um quadrado perfeito?
2

Solugao. Se n é um quadrado perfeito impar, entdao n = m=,
em que m também é impar, logo, m = 1 ou 3 (mod 4). Mas

m =1 (mod4) = n=m?=1> =1 (mod 4)

m =3 (mod4) = n=m?=3%=9=1(mod4).

Assim, concluimos que qualquer quadrado perfeito impar é
congruente a 1 médulo 4. Portanto, a soma de dois quadrados
perfeitos impares é congruente a 1 + 1 = 2 médulo 4.

Suponha, agora, que n? = m? +m3, em que m; e My sao
impares. Entdo n? é par e

n?=m34+mi=1+1=2(mod4).
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Por outro lado, uma vez que n? par implica n par, digamos,
n = 2k, com k € N. Entao,

n? = (2k)?* = 4k* = 0 (mod 4),

o que é uma contradi¢do.
Desse modo, concluimos que a soma de dois quadrados
perfeitos impares ndo pode ser um quadrado perfeito. O

Exemplo 9. Mostre que, se p e g sGdo nimeros primos maiores
que 3, entdo p? — q* € divisivel por 24.

Solugdo. Sejam p e ¢ nimeros primos maiores que 3.. Vamos
escrever p?> — ¢*> = (p+ q)(p — q) e analisar as possiveis
congruéncias de p—q e p+ ¢ moédulo 4. Uma vez que p e g sao
primos maiores do que 3, temos que p e g s&o impares, logo,
p e q sao congruentes a 1 ou a 3 médulo 4. Consideremos os
cruzamentos de tais possibilidades:

p=1(mod4) e ¢=1(mod4) =
= p+q¢=2(modd)ep-q=0(mod4)
= Pptqg=2qep—q=4g
— P+ -9 =3n¢.

p=3(mod4) e g=1(modd) =
= p+¢=4=0(mod4) e p—q=2(mod4)
= pta=4nep—q=2¢p
= (p+a)lp—9) =8n¢.

De modo similar, é possivel verificar que (p+q)(p—q) também
¢ multiplo de 8 quando p = 3 e ¢ = 1 médulo 4, assim como
quando p = 3 e ¢ = 3 mddulo 4.

Portanto, concluimos que, em qualquer caso, (p+q)(p—q)
¢ multiplo de 8, se p e ¢ sdo primos maiores do que 3.

Por outro lado, como p e ¢ sdo primos maiores que 3,
analisando as classes de restos médulo 3, temos que p=1e
q = 2 (ou vice-versa), p,g = 1 ou p,qg = 2 (mod 3). Agora,

p=1,¢g=2(mod3) = p+¢g=1+2=0(mod3);

http://matematica.obmep.org.br/ P.7
matematica@obmep.org.br



p,g=1(mod3) = p—q=1-1=0(mod3);
p,g =2(mod3) = p—¢=2—-2=0(mod3).

Entao, em qualquer caso, p + ¢ ou p — ¢ é um miiltiplo de 3,
de sorte que (p+¢)(p—q) = 0(mod 3), ou seja, (p+4q)(p—q)
é multiplo de 3.

Portanto, como p? —¢% = (p+q)(p—q) é miltiplo de 8 e de
3, concluimos que p? — ¢? é miltiplo de mmc (8,3) =24. [

Dicas para o Professor

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessées de 50min
para expor o contetido deste material. Recomendamos que
os professores apresentem outros exemplos'e reservem uma
parte da aula para que os alunos tentem encontrar solugoes
por seus préprios meios. Em particular, antes de apresentar
exemplos mais elaborados, recomendamos fortemente que os
professores proponham varios exemplos mais simples, como
o exemplo [I| Desse modo, os alunos adquirirao habilidades
que sao fundamentais para resolver outros problemas que
envolvem congruéncias.

As referéncias a-seguir contém problemas de variados
graus de dificuldade envolvendo congruéncias.
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