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1 Conjuntos enumeraveis

Na aula passada, recordamos o conceito de conjunto finito e
utilizamos a alegoria do Hotel de Hilbert para ilustrar algu-
mas situagoes curiosas que ocorrem com conjuntos infinitos.
Nesta aula, pretendemos concentrar nossa atencao em um
tipo particular de conjunto infinito, conforme a defini¢ao a
seguir.

Em tudo o que segue, como de constume, denotamos por
N o conjunto dos nimeros naturaisEL isto é,

N=1{1,2,3,...}.

Também como de costume, denotamos por Z o conjunto dos
ndmeros inteiros,

Z={.,-3-2-101,23, ..}

e por Q o conjunto dos nimeros racionais,

Q:{%;a,beZ comb#O}.

Definicao 1. Um conjunto A € enumerdvel se for finito ou
se existir uma bijecdo f: N — A.

A seguir, listamos alguns exemplos de conjuntos infinitos
enumeraveis,

Exemplo 2. O conjunto N é enumerdvel.

Prova. Realmente, a funcao identidade Id : N — N, que
associa cada n € N a si mesmo, é uma bijecao. O

L0 leitor atento terd percebido que essa definigdo de N difere da-
quela utilizada nas video-aulas desse médulo, as quais incluem 0 em N.
Em que pese o fato de a inclusdo ou nao de 0 em N ser, em larga me-
dida, uma questao de escolha, optamos por excluir 0 de N em atencao
a expressao “numero natural”, emprestada aos elementos do conjunto
N. Realmente, tal expressdo sugere que um numero natural sejam o
resultado de um processo de contagem — e, portanto, exclui o zero.
Observamos, ainda, que a ideia do nimero zero e a consequente re-
presentacao da auséncia de quantidade foi historicamente muito mais
tardia.
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Exemplo 3. O conjunto das potencias de 2 de expoentes na-

turais,
{21,22,23 24},

€ enumerdvel.

Prova. Denote por A o conjunto do enunciado.
Definindo f : N — A por

f(n)=2",

obtemos uma funcao f que é sobrejetiva pela definigao do
conjunto A.

Por outro lado, a Aritmética elementar ensina que, para
m,n € N,

flm) = f(n)=2" =2"=m=mn,

de sorte que f é injetiva.
Por fim, sendo injetiva e sobrejetiva, f é bijetiva, con-
forme desejado. O

Exemplo 4. O conjunto Z dos nimeros inteiros é enumerduvel.

Prova. Nesse caso, é um pouco mais dificil construir expli-
citamente uma bijegao f: N — Z. No entanto, a ideia é que,
listando os inteiros como

0,=1,1,-2,2,-3,3,—4.4,.. .,

fica-clara a existéncia de uma correspondéncia biunivoca (isto
é, uma bijecao) entre N e Z. Em sfmbolos, a listagem acima
sugere as correspondéncias

1—0, 2—-1, 3—1, 4— -2, 52, 6~ —3,...
Separando a listagem acima em duas,

1—0, 3—1, 5—2 T7T—3,...

2> -1, 4— -2, 6— -3, 8— —4 ...,
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fica facil perceber como definir formalmente uma f: N — 7Z
bijetiva: basta por

2=l se z for impar

_ 2
fz) = { =z se z for par

20

Para verificar que f é realmente uma bijecao, note inici-
almente que, para x,y € N ambos pares,

f@) =1 =5 ===y

para x,y € N ambos impares,

—1 —1
=2 Y

f(@) = f(y) =7 =z-l=y-l=sa=y
2 2
por fim para x par e y impar,
—r y—1
f(x):f(y):>7:Té—x:y—1:>o:+y:1,

o que é impossivel com x e y naturais. Entao, nesse caso,
f(z) = f(y) nunca ocorre, e f é injetiva.

A sobrejetividade de f é menos trabalhosa: se n € Z for
nao negativo, entao 2n+ 1 é fmpar e positivo, logo, natural;
dai,
2n+1)-1

5 =
Por outro lado, se n € Z for negativo, entdo —2n é positivo
e par, logo, natural; assim,

f@2n'4+1) =

n.

—(-2
f(=2n) = 7( n) =n.
2
Entao, f é sobrejetiva.

Assim, f é bijetiva, como precisavamos provar. O

Exemplo 5. O conjunto das potencias de 2 de expoentes in-

teiros,
{...,273,272 271 20 91 92 93 1

é enumerduvel.
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Prova. Denote por A o conjunto do enunciado.
Definindo ¢ : Z — A por

g(n)=2",

obtemos uma funcao g que é sobrejetiva pela definicao do
conjunto A.

Por outro lado, a Aritmética elementar ensina que, para
m,n € 7Z,

g(m)=g(n) = 2™ =2" = m=n,

de sorte que f é injetiva.

Entao, sendo injetiva e sobrejetiva, g é bijetiva. Contudo,
nesse caso isso nao termina nosso trabalho, pois o que obti-
vemos foi uma bijegdo entre os conjuntos.Z e A (e nao entre
Ne A).

Entretanto, sendo f : N — Z a bijecao construida no
exemplo anterior, podemos compor g e f para obter a fungao

gof:N— A

Sendo uma composigao de duas bije¢bes, sabemos, do ma-
terial tedrico da aula anterior, que g o f também é bijetiva,
conforme desejado. O

Para o que segue, recorde que, para n € N, denotamos
por I, o conjunto dos naturais de 1 a n, isto é, Iy = {1},
I2 = {1,2}, Ig 2 {1,2,3} etc.

A intuicao que torna interessante o conceito de conjunto
enumerdvel é que, construindo uma bijegdo f : I, = A (no
caso. em que A é um conjunto enumeravel e finito, com n
elementos) ou f: N — A (no caso em que A é um conjunto
enumerdvel e infinito), arranjamos uma maneira de listar, ou
enumerar, os elementos de A. Temos, entao, a seguinte

Definicao 6. Se A for um conjunto enumerdvel e finito, com
n elementos, uma enumeragcao de A é uma bijecao [ :
I, — A. Se A for um conjunto enumerdvel e infinito, uma
enumerac¢do de A é uma bijecio f: N — A.
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Sejam A um conjunto enumeravel e finito, com n elemen-
tos, e f : I, =& A uma enumeracido de A. Para1l < k <n
natural (k é um elemento tipico de I,,), escreva aj, para de-
notar a imagem f(k), de k por f. Entao,

A=TIm(f) ={f(k); 1 <k <n, com k natural}

- {a17a27"' aan}a

que é a notagao usualmente empregada quando pensamos em
um conjunto finito de n elementos.

Da mesma forma, seja A um conjunto enumeravel e in-
finito, e f : N = A uma enumeragao de A. Para k natural
(k é um elemento tipico de N), escreva-aj para denotar a
imagem f(k), de k por f. Entao,

A=Tm(f) = {f(k); k &N}
= {F(1), 12, S (3, }

= {Cl,l, a2,0as, . . '}7

que é a notagao usualmente empregada quando pensamos em
um conjunto infinito e enumeravel|

O exemplo[3|e quaisquer outros exemplos de subconjuntos
infinitos de N nos quais consigamos pensar (releia a discussao
sobre o Hotel de Hilbert, no material da aula anterior, a
fim de identificar mais alguns desses conjuntos), fazem-nos
desconfiar de que todo subconjunto infinito dos naturais seja
enumeravel.

Esse é realmente o caso, mas para demonstrar tal fato,
assumiremos a validade do resultado a seguir.

Teorema 7 (Principio da Boa Ordenagdo). Todo subconjunto
nao vazio A dos naturais possui um elemento minimo.

O Principio da Boa Ordenacao é uma consequéncia dos
Axiomas de Peano, que definem axiomaticamente o conjunto

2Mais adiante, veremos que nio é possivel empregar uma notacio
como essa para representar o conjunto R dos niimeros reais, pois R ndo
é enumerdvel.

http://matematica.obmep.org.br/ P.5
matematica@obmep.org.br



N dos naturais. Uma discussao muito instrutiva sobre os
axiomas de Peano pode ser encontrada no capitulo 2 da re-
feréncia [3].

Proposicao 8. Todo subconjunto infinito do conjunto dos na-
turais ¢ enumerdvel.

Prova. Seja A um subconjunto infinito de N. No que segue,
utilizaremos o Principio da Boa Ordenagao para construir
uma bijecao f: N — A.

Como A é, em particular, um subconjunto ndovazio de
N, o Principio da Boa Ordenagao que A possui um elemento
minimo, o qual denotaremos por min A. Faga

f(1) = min A.

Como A\ {f(1)} é nao vazio, aplicando novamente o
Principio da Boa Ordenacao, pomos

f(2) = min(A\ {F(D)}).

Em particular, f(2) > f(1).
Mais geralmente, a infinitude de A permite definir, para
n > 2 natural,

f(n) =min(A\{f(1), f(2),..., f(n—1)}). (1)
Afirmamos que f € crescente, isto é, que
m<n= f(m)< f(n).

Por contradicao, suponha que existissem m < n naturais
tais que f(n) < f(m). Como m € {1,2,...,n — 1},
garante que f(m) foi um dos naturais retirados de A antes de

calcularmos f(n); logo, f(n) # f(m) e, assim, f(n) < f(m).
Por outro lado, como m < n, temos

AN{F(), £(2),. o, f(n=1)} C AN{f(1), f(2),..., f(m—1)}
e, dai, garante que
f(n) € AN{F(1), f(2),.... f(m —1)}.
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Entao

f(n) = min(AN\{f(1), f(2),..., f(m = 1)}) = f(m),

o que é uma contradigao.

Para a sobrejetividade de f, suponha, novamente por con-
tradicao, que exista a € A\ Im(f). Como f é crescente e
A é infinito, temos Im(f) infinito. Entao, Im(f) contém ele-
mentos maiores que a, isto é, existe n € N tal que f(n) > a.
Contudo, como A\ Im(f) C A\ {f(1), f(2),...,f(n—1)},
temos a € A\ {f(1), f(2),..., f(n—1)}, de modo que

uma contradicao. O

Exemplo 9. O conjunto A dos naturais-da forma 2™3™, com
m,n € N, isto é, o conjunto

A={2,3,6,9,12,16,18,27,32,36,...},
é enumerdvel.

Prova. Isso é uma consequéncia imediata da proposi¢ao an-
terior. 0

Para o préximo exemplo, recorde que um natural p >
1 é primo se seus unicos divisores positivos forem 1 e ele
mesmo. Assim, 2, 3, 5, 7 e 11 s@o primos, e o Teorema
de Euclides(veja a secdo 1.3 da referéncia [2], por exemplo)
ensina que o conjunto dos P dos niimeros primos € infinito.

Exemplo 10. O conjunto dos P dos primos é enumerdvel.

Prova. Novamente, isso é uma consequéncia imediata da
proposicao anterior. O

Em relagao aos dois tltimos exemplos, cumpre observar
que, ainda que saibamos que se tratam de conjuntos infinitos
e enumeraveis, um problema bem diferente é aquele de obter
explicitamente, por meio de uma formula, uma bijecao f :
N—Aou f:N— P.
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Sendo
PZ{pl <p2<p3<...}

a enumeracgao do conjunto dos primos em ordem crescente,
resolver esse problema para P, por exemplo, equivale a obter
uma férmula para o n-ésimo primo p,, em funcao de n. Tais
férmulas existem, ainda que, atualmente, sejam computaci-
onalmente inuteis para o calculo de primos muito grandes.
A esse respeito, veja a referéncia [4].

No proximo material, precisaremos da seguinte conse-
quéncia da proposicao anterior.

Corolario 11. Se f: A — N for uma fung¢do injetiva, entdo
A ¢é enumerdvel.

Prova. Se A for finito, nao hd o que fazer. Suponha, pois,
que A seja infinito. Denotando

B = Im(J),

temos que B é um subconjunto infinito de N, logo, enu-
meravel, pela proposicao anterior. Sendo B enumeravel, sa-
bemos que existe uma bijegao g : B — N.

Seja, agora, h : A — B a funcio tal que h(z) = f(x), para
todo z € A. Como f ¢ injetiva, h também o é. Por outro
lado, a tunica coisa que impedia f de ser uma bijecao era
o fato de que sua imagem B nao necessariamente coincidia
com o contra-dominio N. No entanto, isso nao ocorre em h;:
como B ="Im(f) e o efeito de h sobre os elementos de A
coincide com aquele de f, temos que h é sobrejetiva. Entao,
h é uma bijecdo de A em B.

Por fim, a fungdo go h : A — N, sendo a composta das
bijegoes h : A — B e g: B — N, é ela mesma uma bijegao.
Portanto, A é enumerével. O

Dicas para o Professor

A principio, os estudantes podem ver enumerabilidade
como um tema um tanto “vazio”, haja vista que os exem-
plos e resultados reunidos neste material sao intuitivamente
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“6bvios”. Contudo, o professor deve chamar a atengao dos
alunos para o fato de que o trabalho que tivemos aqui, para
formalizar nossa discussao, mostrar-se-a bastante 1til quando
estabelecermos, no préximo material, a enumerabilidade de
Q e a nao enumerabilidade de R, os quais nao sao resultados
6bvios.

Sugerimos que sejam utilizadas duas sessoes de 50min
para expor o contetido deste material. Estudantes mais in-
teressados podem achar instigante a leitura dos capitulos 1
e 2 da referéncia [3].
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