Material Teérico - Médulo de Introducao ao
Calculo - Derivada como Funcao

Propriedades - Parte Il
Tépicos Adicionais

Autor: Tiago Cadla Ribeiro
Revisor: Prof. Antonio Caminha M. Neto

08 de Outubro de 2023

"7/ PORTAL DA
MATEMATICA

OBMEP



1 As regras da derivada do produto
e da derivada do quociente

Completando o conjunto de regras aritméticas para a derivada,
apresentamos as férmulas da derivada do produto/quociente:

(f-9)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a) [] (1)

A\ . fl(a) g(a) - fla) ¢ (a)
<g) (a)= g(a)?

sendo f,g : I — R fungdes derivaveis no ponto.a € I. Dei-
xaremos a cargo do leitor reescrever as férmulas acima na
notacao de Leibniz.

Assim como nas regras da aula anterior (soma/diferenca
e multiplo constante), a leitura completa das férmulas acima
inclui a diferenciabilidade (em @) das fungoes ocorrendo no
12 membro. Por exemplo, em relagdo a regra do produto,
devemos entender que se f,g: I — R sdo funcdes derivdveis
no ponto a € I, o produto f -g também o é, valendo a
formula (T)).

Para verificar a regra do produto, basta atentar para a
relagao

(f-9)@) —(f-9)(a) _ flz)—fla)

, se_g(a) # 0, (2)

T —a T r-a (@)
T fla)- LB 9@ Y

vélida para cada = € I\ {a}. Como g é derivavel em a,
segue do teorema 2 da aula anterior que g é continua no
ponto a. Portanto, quando se faz x — a, o 2° membro da
igualdade (3)) tende a f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a), estabelecendo
(a diferenciabilidade de f - g em a e) a regra ().

Quanto a regra do quociente, sua demonstracao foi, es-
sencialmente, produzida na décima pagina da aula Funcoes
Racionais do modulo Leis do Limite - Parte 2.

I Essa férmula é conhecida como regra de Leibniz.
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Exemplo 1. Cualcule a derivada do polinéomio

pla) = (2° —z +1)(2* ~ 1)

de dois modos: primeiro, multiplicando os fatores no 22 mem-
bro para, entdo, calcular a derivada; sequndo, usando a regra
do produto.

Solugdo. Multiplicando ® — z + 1 por 22 — 1, obtemos
p(z) = 25 — 223 + 22 + 2 — 1, de onde se vé& que

p/(x) = 52t — 627 4 22 + 1.

Por outro lado, a regra do produto , aplicada a expressao
que define p, da

p(x) =B = 1)(z* — 1) + (2> =z +1)(22)
= (32% — 4224 1)+ (22" =227 4 22)
=bxt — 622+ 22+ 1,

concordando, como esperado, com o resultado anterior. [

Exemplo 2. Sejam P um polinémio e a um nimero real.
Mostre que P € divisivel por (x—a)? se, e somente se, P(a) =

P'(a) = 0.

Solugdo. Se P ¢ divisivel por (z — a)?, vale

P(z) = (z - a)’Q(x),
para um certo-polindémio . Em particular, P(a) = 0. Ob-
servando que d[(md;wa)z] = 2(x — a), a regra do produto d&
P'(z) = [2(z — a)] - Q) + (z — a)* - Q' ()
= (z - a)[2Q(z) + (z — a)Q'(2)],

de onde se vé que P'(a) = 0.

Reciprocamente, suponhamos P(a) = P’'(a) = 0. Pelo
teorema de D’Alembert (vide teorema 2 da aula Fun¢des Ra-
cionais do médulo Leis do Limite - Parte 2), P é divisivel por
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(x —a), digamos P(z) = (x — a)R(z), sendo R um polindmio.
Novamente pela regra do produto, vem que

P'(z) = R(z) + (z — a)R/(x),
de modo que 0 = P’(a) = R(a). Logo, R é divisivel por

(x — a) e isso implica P divisivel por (z — a)?. |
Observacdo 3. O exemplo anterior também pode ser resol-
vido utilizando-se o lema 5 da aula Reta Tangente - Parte 2,
sequndo o qual

P(x) = P(a) + P'(a)(z — a) + Q(z)(z — a)?,
para um certo polinomio Q.
Exemplo 4. Considere a fungio g: R\{—1} = R definida por

.I’k—.’L‘

g(2) = i

sendo k um ndmero natural. Determine o valor de k, sabendo
que ¢'(1) =1/2.

Solugao. Pela regra do quociente , g € derivavel e

(kxb1 —1) - (x+1) = (zF —2)-1

g(z) = 1)
o (ke kb -2 — 1) — (a¥ — )
(x+1)2
[k —1)a* + kabt -1
(x+1)2 ’

para cada nimero real x # —1. Portanto,

1, 2% —2 k-1
S=g01) = = k=2
5 =9 (1) 1 5
O
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Exemplo 5. A funcdo derivdvel f : R — R tem a sequinte pro-
priedade: existe xo # 0 tal que a reta passando por (zo,f(xo))
e pela origem tangencia o grdfico de f no ponto de abscissa
zg. Se g : R\ {0} = R € dada por g(x) = f(x)/z, determine
a reta tangente ao grdfico de g no ponto (xg,g(xg)).

Solugdo. Seja t a reta tangente ao grafico de f no ponto'de
abscissa 9. Entdo, por um lado, a inclinacdo de t é f'(x).
Por outro lado, como t passa pela origem, a inclinacao de ¢
também é f(xg)/xo, de modo que

f(20) = %ﬂio) & f(xzo)wo — f(20) = 0.

Assim, pela regra do quociente (2)), temos

J'(xo)zo = f(x0) ~9
x3 ’

g (x0) =

de onde segue que a reta tangente ao grafico de g no ponto
(20,9(x0)) é horizontal. O

2 A derivada segunda

Se f: I -'R é derivavel numa vizinhanca do ponto a € I,
podemos indagar se f’ admite derivada em a. Se a resposta
for positiva, (f')'(a) (a derivada, calculada em a, da derivada
de f) serd chamada 2¢ derivada (ou derivada de ordem 2) de
f em a, sendo denotada por f”(a). Nesse caso, diz-se que f
é duas vezes derivdvel no ponto a.

Exemplo 6. Considere a fun¢io f : R — R definida pelas
regras

x

L2—|—x—&—1 sex <0
)=+« 2 ’ - .
f(@) { e’ sex >0

Entao, um cdlculo simples mostra que f é derivdvel e

f,(x){m—&—l,sea:go

et sex >0

http://matematica.obmep.org.br/ P.4
matematica@obmep.org.br



Dai, seque-se que f € duas vezes derivdvel em cada nimero

real x, com
1, sex <0
//x — 9’ —= .
(@) {ex,seacz()

g

Se existe f”(a), para cada a € I, f é dita duas vezes
derivavel. Nessas condigbes, escrevendo y = f(x), temos

2
que % é a notagao de Leibniz para a segunda derivada f”,

enquanto f”(a) também pode ser indicada como % |w=a.
Como ilustracéo, a fun¢do do exemplo [6] é duas vezes
derivavel. Também é duas vezes derivavel a cubica g, definida
por g(x) = 2% — 422 + 1, em que ¢’ (x) = 6x — 8, para cada
namero real z. Para mais um exemplo, a derivada segunda

2
de y = b” se expressa como ZTZ = (Inb)%b".

Exemplo 7. E dada a funcao ¢ : R — R, definida por partes
por
—22,5e 2 <0
(b(x)—{ 22, sex >0
Calculando a primeira derivada de ¢, obtemos

f'(x) _ {—Qx,sexg()

2z, sex >0

Portanto, € facil ver que as derivadas sequndas laterais de f
EI na origem satisfazem

f10) =2 ¢ f10) =2,
mostrando que f nao € duas vezes derivavel na origem. [
A segunda derivada admite uma interpretacdo cinemaética.
Antes, vale lembrar que, se s(t) é a posicao de uma particula

no instante ¢, entao s'(t), a taxa de variagdo instantanea da
posicao com respeito ao tempo, é a velocidade da particula

2Por definicio, f” (z) = (') (2) e f//(2) = (') ().
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naquele instante. Do mesmo modo, a taxa de variagao ins-
tantanea da velocidade em relagdo ao tempo, qual seja, a
segunda derivada s”(t), é a aceleragdo da particula no instante
t.

Se uma particula descreve um movimento retilineo uni-
forme (MRU), sua aceleragdo é nula. Reciprocamente, su-
ponha que uma particula, com fun¢do posigao s(t), tenha
aceleracdo nula, ou seja, suponha que s’ = 0. Isso equivale a
afirmar que é identicamente nula a derivada da velocidade
s’. Pelo exemplo 15 da aula anterior, s’ ¢, a0 mesmo tempo,
monénotona nao-decrescente e mondénotona. nao-crescente,
isto é, s’ é constante, digamos, s'(t) = v, para cada instante
t. Dai,

dfs(t) —vt] _ d[s(d)]
= —v =20,
dt dt
para todo t. Repetindo o argumento anterior, conclui-se que
s(t) — vt = sg, para uma certa constante sp’e para cada
instante ¢, de sorte que s(t) = sg + vt e a particula descreve
um MRU.

Com um pouco mais de trabalho, pode-se mostrar que uma
particula em movimento retilineo tem aceleragdo constante e
nao nula se; e somente se, essa particula descreve um MRUV
(movimento retilineo uniformemente variado).

Exemplo 8. De acordo com a 2% lei de Newton, a for¢a resul-
tante atuante em um corpo € igual ao produto da massa desse
corpo pela sua aceleragdo. Em simbolos, se uma particula
com func¢do posicao s(t) e massa m estd sujeita a uma forca
resultante F(t), entdo

F(t) = ms"(1),
para cada instante t. O

Exemplo 9. Considere o sequinte movimento unidimensio-
nal de uma particula: s(t) = vVa+bt?, em que a e b sdo
constantes positivas. Mostre que, em cada instante, a forca
resultante que atua na particula € inversamente proporcional
ao cubo de s.
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Solugao. Fixado um instante ¢, calculemos a velocidade da
particula nesse instante [}

Va+bz2 — Va + bt2

s'(t) = lim
T—t x—t
o Va+b2 —Va+ b2 Va+ bx? + Va+ bt?
= lim X
Tt r—t Va+bz? +Va+ bt?

o (a + bx?) — (a + bt?)
=t (x —t)(vVa + bx? + Va + bt?)
~ lim ble—1](x + 1)
e=t (2 —t7(Va + ba? + Va + bt?)
~im b(z + 1) ot ﬂ_

st \Ja 1 b2+ Vat b2 2at b2 s(t)

Portanto, pela regra do quociente,

s"(t) = bs(t) — bts'(t). bs(t) — bt - %

s(t)? 5(t)?
_ bs()? = b2
s(t)?
o b(a+bt?) —b**  ab
s(t)? o os(t)?

Para finalizar, se F(t) é a for¢a resultante no instante ¢, a 2*
lei de Newton da

mab
s(t)3’

sendo m a massa da particula. O

Fty=ms"(t) = F(t) =

3 Derivadas de ordem superior

As derivadas de ordem superior f"/(a) (3% derivada de f em
a),...,f"(a) (n-esima derivada de f em a), etc, sdo definidas

3A expressdo para s'(t) também segue da observagio feita na pagina
13 da aula Fung¢des Racionais, concernente ao calculo da derivada de

uma fungdo do tipo = — 4/ f(x).
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indutivamente, isto é, a k-ésima derivada de f no ponto a é a
derivada, no ponto a (caso exista), da (k — 1)-ésima derivada
de f; em simbolos, ) (a) := (f*=1)(a).

A nomenclatura e a notagao se estendem naturalmente.
Por exemplo, se f é n vezes derivavel, sua n-ésima derivada
(ou derivada de ordem n) pode ser denotada por f (") ou %}g
(na notagdo de Leibniz). Finalmente, uma fungdo f serd dita
suave, ou infinitamente derivdvel, se f possuir derivadas de
todas as ordens em cada ponto do seu dominio.

Exemplo 10. Fungées polinomiais, racionais, exponenciais e
logaritmicas sao suavesEI O

Exemplo 11. Determine as trés primeiras derivadas da fun¢ao
g : R\ {0} = R definida por

Solugao. Podemos evitar a regra do quociente escrevendo
g(r) = e®z71,x # 0. A partir dai, temos, pela regra do
produto,

g”(x) — e:v(x—l _ JJ_Q) +€x(—1‘_2 _1_233—3)
= e (z7l =222 +2273)
e
g" ()= ezt — 2272 + 2073 + e (—x 2 + a3 — 6277
=e"(z7 ' = 3r7 2+ 627% — 627 %).

O

4Por extensdo, f(O) := f (a derivada de ordem 0 de wma funcdo é
ela prépria).
5Como veremos, o mesmo se pode dizer das fungdes trigonométricas.
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Se m é um inteiro ndo-negativo e f : R — R é a fungao
mondémio f(x) = 2™, um simples argumento indutivo estabe-
lece as férmulas abaixo:

FO(x) =m(m—=1)---(m—j+1a™7, sej<m,
f(j) =0, sej>m.

O préximo exemplo registra esse fato de modo um pouco
mais geral.

Exemplo 12. Sejam a um ndmero real, m uwm inteiro ndo-
negativo e f, a funcdo polinomial cuja regra é

fm(x) = (x —a)™
Se j < m, vale f,(,i)(os) =m(m—1)---(m—=5+1)(x—a)™ 7,
enquanto, para j > m, temos f,(,f) =0. A
Em particular, fy(nm)(a) =ml, ao passo que ffy{)(a) =0 se

Jj#m. O

Exemplo 13. Se P é um polinémio de grau n e a é um
numero real, mostre que

" pi(q ,
Py =S T2 gy )

|
=0

Solugao. Primeiramente, note que
Pz)=ao+ai(x—a)+ -+ an(z—a)", (5)

para certos nimeros reais ag,a1, . . . ,an, a saber, os coeficientes
do polinémio (de grau n) Q(x) := P(z + a). Como P(z) =
Q(z —a), arelagio Q(z) = Y1 _ amaz™ implica a igualdade

(©)-
Nas notagoes do exemplo [I2] temos

P(x) =Y amfm(z),
m=0
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para cada numero real z. Além disso, pelas férmulas daquele
exemplo,

PY(a) = zn: am f9)(a)

Z am [ (@) + a; £ (a) = jla;.

j#m=0

Assim, para cada 0 < j < n, vale a; = PU)(a)/;j!, o que, de
acordo com , fornece a relacao . O

Na aula Funcées Racionais, do médulo Leis do Limite -
Parte 2, vimos no corolario 3 que, dados um polindmio nao
identicamente nulo P é um ntmero real a, existe um tinico
inteiro nao negativo k para o qual

P(z) = (x =a)*Q(z),

sendo @ um polindmio satisfazendo Q(a) # 0 El Nesse caso,
dizemos que k é a multiplicidade de a como raiz de P.

Em geral, se P é um polinémio de graun e k < n é um
inteiro nao negativo, podemos, pela férmula , escrever

k=1 p(j)
P) = S0 2 W 6 i 4 (2 - ) @),
=
onde
" pU)(q
Q) =3 D o s
=% 7

Em particular, Q(a) = P®*) (a)/k!. Dai, conclui-se que a é
raiz de multiplicidade k de P se, e s6 se, o polinébmio

k-1 P(J)

—a)’

Jj=0

SNaturalmente, Q é tinico nessas condicdes.
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¢ identicamente nulo e Q(a) # 0, sendo essa tltima condigio
equivalente a P (a) # 0.
O argumento acima estabeleceu o seguinte

Exemplo 14. O nudmero a € raiz de multiplicidade k do po-
linomio P se, e s se,

P(a)=P'(a)=...= P* V() =0, mas P¥(a) 0.
O

Em particular, a é raiz de multiplicidade k¥ > 1 do po-
lindbmio P se, e s6 se, a é raiz de multiplicidade k¥ — 1 do
polinémio derivada P’.

Para acompanhar certos pontos da solugdo do préximo (e
ultimo) exemplo, o leitor pode achar conveniente relembrar
alguns fatos da teoria dos polinémios; notadamente o teorema
da decomposigdo |Z| e as relagoes de Girard (para cibicas) ﬂ

Exemplo 15. Considere o polindmio de grau 3 a coeficientes
racionats
P(z) = ax® + bx® + cx + d.

Se P admite uma raiz dupla, mostre que todas as raizes de P
$G0 ractonagis.

Prova. Sejam « a raiz dupla e § a outra raiz de P (no
conjunto dos nimeros complexos). Pelas relagoes de Girard,
temos

b

b
Oé+04+62—5<:>6:—;—204

Sendo racional a primeira parcela no 2° membro da tltima
igualdade, obteremos a conclusdo desejada se provarmos que
« é racional.

De fato, como « é raiz dupla de P, obtemos P(a) =
P'(a) = 0; também, « ndo é raiz dupla de P’, de sorte que P’
admite duas raizes distintas. Dai, segue que o discriminante

"Teorema 2 da aula Raizes e Multiplicidade do médulo Equagdes
Algébricas - Propriedades das Raizes.

8Secdo 3 da aula Relag¢ées de Girard do médulo Equagdes Algébricas
- Propriedades das Raizes.

http://matematica.obmep.org.br/ P.11
matematica@obmep.org.br



de P'(x) = 3az?+2bx + ¢, qual seja, 4b*> — 12ac, é um niimero
nao nulo, isto é,
2b% — 6ac # 0. (6)

Agora note que o polinémio
Q(x) := 3P(x) — 2P’ () = ba* + 2cx + 3d

ainda admite a como raiz. O mesmo pode ser afirmado em
relagdo ao polinémio

R(z) := bP'(z) — 3aQ(x) = (2b* — 6ac)r — (9ad — bc).
Portanto, R(a) = 0 implica
(20 — 6ac)a = (9ad — be),
o que, por @, da

_Yad — b
Y~ 202 —6ac
Como a,b,c e d sdo nimeros racionais, concluimos que «
também o é. O

Dicas para o Professor

Conforme vimos nas ultimas duas sec¢oes, as derivadas
de ordens superiores de uma funcao sdo obtidas iterando-se
o célculo da/ derivada de 1* ordem (por definigdo!). Dessa
forma, a k-ésima derivada de expressoes como c- f, f+g,f g
e f/g, nas hipdteses adequadas, pode ser calculada com as
féormulas ja estudadas para o caso k = 1.

De todo modo, enunciamos abaixo como ficam as regras
do miiltiplo constante, da soma/diferenca e do produto para
derivadas de ordem k (a regra do quociente, como jé se per-
cebe na solugdo do exemplo reduz-se a regra do produto
mediante a observacao de que

dlg(z)"]
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para cada inteiro negativo n e para cada funcgdo derivavel
g em z, com g(x) # 0. Isso pode ser provado por indugéo,
ou obtido como consequéncia direta da regra da cadeia). Ha
ocasides em que tais regras sao uteis, como na solugao do
exemplo onde fizemos uso das duas primeiras regras que
seguem.

() (¢ W (@) = e f0a).
(i) (f +9)P(a) = 1) (a) % g (a).

(iii) (Regra de Leibniz generalizada)

k
(- 9)® (@) =3 (k) £ g a).

=0

Obviamente, estamos supondo que f,g : I — R sdo k
vezes derivaveis no ponto-a € I. Além disso, estdo implicitas
nas declaragées daquelas regras o fato de quec- f, f£g,f g
(e f/g, se g(a) # 0) também sdo k vezes deriviveis em a.
Em particular, complementando o exemplo , podemos
afirmar que, ao submetermos fungoes suaves as operacoes
aritméticas béasicas, obtemos novas fungoes suaves (em um
dominio adequado).

Para efeito de ilustracdo, a regra

2% _ p2e7

Inx

fz) =

define uma fungdo suave f: (0,+ o0) \ {1} = R.

As provas das férmulas acima seguem por indugdo em k,
sendo as demonstracoes das regras i) e ii) bem diretas. Ja
para demonstrar a férmula de Leibniz generalizada, basta se
inspirar na prova indutiva do binémio de Newton.

Duas sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
contetido desse material.
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