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1 Introducao

Na aula anterior, vimos como as medidas de posicao (tam-
bém conhecidas como medidas de tendéncia central) nos
fornecem informagoes que resumem o conjunto dos dados
em valores unicos. As principais medidas apresentadas
foram a média, a mediana e a moda. Apesar do fato de
que tais medidas propiciam uma visao geral dos dados,
fazer uma analise estatistica baseando-se apenas em tais
medidas pode gerar interpretagoes enganosas. A fim de
ilustrar esse fato, tome como exemplo os dois grupos de
dados a seguir:

Primeiro grupo:
-1,0,0,0,1.
Segundo grupo:
-16,-9,-7,0,0,0,7,9, 16.

Apesar de ambos possuirem as mesmas média, mediana
e moda (todos tais valores sdo iguais a zero), os dois con-
juntos de dados sao bem distintos. Enquanto o primeiro
possui seus valores mais préximos da média, o segunto tem
valores extremos mais distantes. Dessa forma, se quisermos
analisar mais profundamente um conjuto de dados, faz-se
necessario considerarmos outras medidas que nao apenas
as de tendéncia central. Nesse sentido, uma medida de
dispersao para uma varidvel quantitativa é um indicador
do grau de espalhamento dos valores da amostra em torno
de uma medida de centralidade. Nesta aula, estudaremos
algumas de tais medidas.

2 Amplitude e distancia interquar-
til

A forma mais simples de se medir a variabilidade de um
conjunto de dados é calculando sua amplitude, que ¢é de-
finida como a diferenga entre o maior e 0 menor valores
observados. Por exemplo, considere a série de dados a se-
guir:

5,9,16,4,9,5,2,6,1,7.

Como a maior observagao é 16 e a menor 1, a amplitude é
A=16—-1=15.

Apesar da amplitude ser uma medida bastante simples
do ponto de vista teérico, na pratica ela nao é considerada
uma boa medida de dispersao, principalmente por dois mo-
tivos. O primeiro deles é devido ao custo operacional de
se encontrar os valores maximo e minimo das observacoes
quando temos um grande nimero de dados (na ordem das
dezenas de milhares, em aplicagoes tipicas). O segundo é

em razao dessa medida ser muito sensivel a valores disto-
antes (outliers). De fato, considere os conjuntos de dados
a seguir:

G1:1,3,5,2,3,4,5,1,2,3,4,3,3,2, 1;
Go:1,3,5,2,3,4,5,1,2,3,4,3,3,2, 1, 55.

Veja que, apesar dos dois conjuntos serem semelhantes,
a amplitude do primeiro é A; = 5 — 1 = 4, enquanto
a do segundo é Ay = 55 — 1 = 54. <A grande diferenga
constatada nesse exemplo é devida-a presenca de um valor
distoante (55) no segundo grupo: Uma forma de dimunir o
efeito de valores distoantes sobre a distor¢ao é considerar
a distancia interquartil, conforme descrita a seguir.

Na aula anterior, vimos que a mediana ¢ uma medida
de tendéncia central na qual metade dos dados é menor
que ela, ao passo que a outra metade é maior que ela.
Analogamente, os trés.quartis do conjunto de dados sao
os valores reais que o dividem em quatro grupos, cada um
deles contendo 1/4 do tamanho total da amostra. Mais
precisamente:

e 0 primeiro quartil Q1 tem 1/4 dos dados abaixo dele
e 3/4 dos dados acima dele. Ou seja, é a mediana da
primeira metade dos dados;

e o segundo quartil Q)2 é a mediana;

e o terceiro quartil Q3 tem 3/4 dos dados abaixo dele
e 1/4 dos dados acima dele. Ou seja, é a mediana da
segunda metade dos dados.

A distancia interquartil é definida como DIQ = Q3 —
Q1.

Exercicio 1. Calcule as distancias interquartis dos conjun-
tos G1 e G2 apresentados anteriormente nesta se¢ao.

Solucao. Primeiramente, reescrevamos os conjuntos de
dados GG1 e Go na ordem crescente:

Gi:1,1,1,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,5,5;
Gs:1,1,1,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,5,5, 5.

O primeiro grupo tem 15 elementos de forma que a me-
diana é o elemento central, que é igual a 3. Seu primeiro
quartil é a mediana dos 152;1 = 7 primeiros termos, de
forma que é novamente seu elemento central @; = 2. O
terceiro quartil é a mediana dos sete ultimos termos, de
forma que @3 = 4. Portanto, a distancia interquartil para
G1éDIQ=4—-2=2.

O segundo grupo tem 16 elementos. Logo, a medi-
ana ¢ a média aritmética dos dois elementos centrais, que
nesse caso vale 3. O primeiro quartil é a mediana do con-
junto formado pelos oito primeiros termos, de sorte que
Q1 = % = 2. O terceiro quartil é a mediana do con-
junto de dados formado pelos oito ultimos termos, logo,
Q3 = &2 = 4. Portanto, a distancia interquartil para Go

2
vale DIQ =4 -2 =2. O
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No exercicio anterior, a distancia interquartil é a mesma
nos dois grupos, apesar da presenca de um valor distoante
no segundo conjunto de dados. Este é um exemplo de como
a DIQ é menos sensivel a outliers do que a amplitude, e
pode-se mostrar que tal fato é tipico.

3 Desvio-médio

Outra op¢ao de medida de dispersao é a média aritmética
dos valores absolutos dos desvios das varias observacoes
em relacao a média dos dados. Em simbolos, se x1, x2,
..., Tp sao os dados observados e T é sua média, o desvio
médio (dm) da amostra é definido por:

dm = %ikcz—ﬂ

i=1
Vejamos um exemplo.

Exemplo 2. Considere um conjunto de dados que represen-
tam as idades nas quais um grupo de pacientes come¢ou a
apresentar problemas de satde:

65,72, 70,72, 60,67, 69, 68.

Para calcularmos o desvio médio, devemos primeiramente
calcular a média T do conjunto de dados:

- 65+72+7O+72;—60+67+69+68:67’875.

Agora, vamos subtrair T de cada valor da amostra, calcular
o valor absoluto de cada uma dessas diferencas e somd-los.
Para tanto, considere a tabela a sequir:

X xr, — T |=Ti - f|
65 -2.875 2,875
72 4,125 4,125
70 2,125 2,125
72 4,125 4,125
60 -7,875 7,875
67 -0,875 0,875
69 1,125 1,125
68 0,125 0,125
Soma 543 23,25
Média | 67,875 2,90625

Entao; o desvio médio € dado por:
dm = 2,90625

Apesar/de ser uma medida facil de ser computada, ji
que nao envolve a ordenagao dos valores, o desvio-médio
nao é muito usado na pratica, uma vez que nao é tao facil
de se estabelecer as propriedades matematicas de uma me-
dida definida com o uso da fungao valor absoluto. Para
resolvermos esse problema e, ainda assim, mantermo-nos
préximos a uma nocao de desvio da média, definiremos a
seguir as medidas de dispersao mais populares, quais se-
jam, a variancia e o desvio-padrao.

4 Variancia e desvio-padrao

A variancia 02 de uma populacao z1,...,zy de N dados
¢é a medida de dispersao definida como a média aritmética
do quadrado dos desvios dos elementos da populagao em
relagdo & média T da mesma. De outra forma, a variancia
¢é dada por:
=\2
2 (z;i — )
o = —_—.

2N

i=1
Exemplo 3. Considere o conjunto de dados z;, com 1 <
1 < 10, colecionados na primeira coluna da tabela a sequir:

€Ty €Ty — T (Il - 5)2
3 | 23 5,29
0 -5,3 28,09
1| -43 18,49
9 | 8,7 13,69
3.0 23 5,29
12 | 6,7 44,89
1| -43 18,49
6 | 07 0,49
4| -1,3 1,69
14| 87 75,69
Soma 53 212,1
Média | 5,3 21,21

Para calcularmos a variancia do conjunto, o primeiro
passo € calcular a média do mesmo, dada por T =15,3. Em
sequida escrevemos uma sequnda coluna, na qual listamos
os wvdrios desvios da média x; — T. Na terceira coluna,
calculamos o0s quadrados dos desvios, i.e., 0os nimeros (x;—
7)2. Por fim, obtemos a varidcia como a média aritmética
desses wvalores, de sorte que

0% =21,21

Note que, se as observagoes forem dadas em uma certa
unidade de medida, a média vird expressa nessa mesma
unidade. Por outro lado, variancia estara expressa em ter-
mos dessa unidade ao quadrado. Por exemplo, observacoes
medidas em metros (m) terdo varidncia medida em metros
quadrados (m?).

Para mantermos as mesmas unidades de medida no
célculo de medidas de dispersao, ua estratégia interessante
é calcularmos o desvio padrao ¢ da populacao, que por
definigao é igual a raiz quadrada da variancia da mesma.
Dessa forma, o desvio padrao é dado por:

2

= im—a
g g 2 N

Assim, no exemplo [3 o desvio padrao é

o = /21,21 = 4,605.
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Suponha, agora, que temos um conjunto de dados agru-
pados em uma tabela de frequéncia, de forma que as amos-
tras distintas do conjunto valham z, ..., x,, com x; ocor-
rendo com frequéncia absoluta fa; e frequéncia relativa
fri. Entao, nosso total de observagoes é

N =fair+ faz + -+ fan,
de forma que
_ fai
fri= %
A média dos dados é calculada por
_ 1 n n
i=1 i=1

e a variancia por

o —Zfaz an @ 2)

Para calcular o desvio-padrao basta, obviamente, tirar a
raiz quadrada da férmula acima.

Exemplo 4 (FGV 2002). Numa pequena ilha, hd 100 pes-
soas que trabalham na unica empresa ali existente. Seus
saldrios (em moeda local) tém a sequinte distribuicdo de
frequéncias:

Salarios | Frequéncia
$ 50 30
$ 100 60
$ 150 10

a) Qual a média dos saldrios das 100 pessoas?

b) Qual a varidncia dos saldrios? Qual o desvio padrdo
dos saldrios?

Solucao. Veja que as frequéncias relativas para os salarios
de $50, $100 e $150 sao, respectivamente, iguais a 30%,
60% e 10%. Assim, utilizando (), obtemos a média dos
salarios:

30 60 10
T = — 41 — 41 =
T =50- 100+ 00 100+ 50 - 100 =90
Ap0s termos calculado a média, podemos calcular a va-

ridncia com o auxilio de (2)):

30 60 10
2 2
— (50 — 90)2 4 —— (100 — 90)% + —
AT e 100" )"+ oo
30 60 10
= 2 16004+ — - 100 + — - 3600
100 * 100 * 100

= 480 + 60 + 360 = 900.

150 — 90)?

Portanto, o desvio-padrao sera

o =+v900 = 30.

Na segunda parte dessa aula, deduziremos algumas com-
paracoes entre as medidas de dispersao estudadas aqui,
para um conjunto positivo de dados.

O primeiro resultado que desejamos obter diz que o
desvio-padrao o é sempre maior ou igual que o desvio
médio dm e menor ou igual que a amplitude, ocorrendo
a igualdade se, e s6 se, todos os dados de nossa amostra
coincidirem. Em simbolos,

dm < o < A.

O segundo resultado diz que, se o desvio médio nao
for muito grande, entdo o ‘desvio padrao nao excede

dm? + %2. Em simbolos,

A / A2
- a 2 -
dm_\/i:>a< dm—i—2

5 Sugestoes ao professor

Separe trés encontros de 50 minutos cada para desenvolver
o contetdo desta aula. No primeiro encontro, apresente
as defini¢bes e exemplos sobre amplitude e distancia inter-
quartil.. No segundo, apresente as definicbes de desvio-
médio, varidncia e desvio-padrao. Por se tratarem das
medidas de dispersao mais populares, resolva o maximo
possivel de exercicios sobre essa segao (recorrendo & bibli-
ografia sugerida, se preciso) em uma terceiro encontro.
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