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1 Funcao afim: definicao e propri-
edades basicas

Em um material anterior (veja o médulo Fungoes - Nogoes
Bésicas - Parte 1, Exemplo 3), vimos que duas grandezas sao
chamadas diretamente proporcionais se a razao entre elas for
uma, constante, que chamamos constante de proporcio-
nalidade. Vejamos um exemplo:

Exemplo 1. Quatro amigos foram almocar em um restau-
rante de comida por quilo. A tabela a sequir mostra 08 resul-
tados das pesagens do almoco e o valor pago-por cada um.
Qual o preco do kg de almoco nesse restaurante?

“peso” em g | R$
372 16,74
470 21,15
512 23,04
540 24,30

Solugao. Dividindo o valor pago pela massa de comida con-
sumida, obtemos o preco de um grama de almogo. Como esse
valor é o mesmo para todos os consumidores, devemos ter as
seguintes igualdades:

16,74 21,15 23,04 24,30 .
372 470 512 540

De fato, executando cada uma das divisdes acima, obtemos
sempre o.mesmo valor: a = 0,045R$/g, que é o preco por
grama de comida. Uma vez que 1Kg = 1000g, concluimos
que o preco por quilograma de comida é esse valor multipli-
cado por 1000, ou seja, 45 reais. O

Na tabela acima, os valores da segunda coluna podem ser
obtidos a partir dos valores da primeira coluna, multiplican-
do-os por a = 0,045. Obtemos, assim, uma rela¢do de de-
pendéncia da forma

f(z) = az, (1)

http://matematica.obmep.org.br/ P.1
matematica@obmep.org.br



com a = 0,045, onde x denota a massa de comida (em gra-
mas) e f(x) o valor pago por ela, em reais.

Claramente, na situacao do exemplo apenas valores in-
teiros positivos de x podem ser considerados. Contudo, se
fizermos x variar em R, obteremos a funcado f : R — R, dada
por f(x) = 0,045 - z. Esse tipo de fungdo é suficientemente
importante para merecer uma definicao que o destaque.

Definicao 2. Uma func¢io f: R — R cuja lei de formagao é
dada como em , com a # 0, € chamada funcgao linear.

A escolha do adjetivo linear pode ser justificada obser-
vando-se o grafico de f. Na figura [l| podemos ver os pontos
A = (372;16,74), B = (470;21,15),C = (512;23,04) e D =
(540; 24,30). Esses quatro pontos pertencem a uma mesma
reta que passa pela origem do plano cartesiano.

Figura 1: os pontos A, B,C e D s&o colineares.

Uma fungao linear f : R — R tem as seguintes proprie-
dades:

(i) f(z+2') = f(x) + f(2'), para quaisquer z,z’ € R.

(ii) Para cada ¢ € R constante, tem-se f(cx) = ¢ f(x),
para todo = € R.
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De fato, se =,z € R, entao
J@+) = a(e + ') = az +ax’ = f(z) + [(2),

o que justifica a afirmagao (i). Por outro lado, se ¢ € R,
entao

f(ex) = a(cx) = c(ax) = cf(x),
o que justifica a afirmagao (ii).
Reciprocamente, se f : R — R satisfaz a condigao-(ii),
entao

f)=fle-1) =z f(1) = ax,

com ¢ = f(1). Em particular, para fungdes'de R.em R; a
condicao (ii) implica a condig¢ao (i).

Uma fungao f : R — R, dada por f(z) = = +b, onde
b € R é uma constante, é chamada de translagao.

Cabe observarmos que, em geral, uma translagao ndo é
uma funcéo linear, pois, se ¢ %1, entdo

flex) = cx +b # cx+ cb= cf (x).

O efeito geométrico da translagdo dada por f(x) =z +b
é “mover” um ponto .z situado na reta real. Realmente, se
b > 0, o ponto f(z) estd b unidades a direita de z; se b < 0,
o ponto f(x) estd b unidades & esquerda de z; por fim, se
b =0, entdo os pontos f(x) e x coincidem.

Como jd/vimos no material Fungées - Nogdes Bdsicas -
Parte 1, Exemplo 8, a fungao f : R — R dada por f(z) ==z
é chamada funcao identidade. Essa é a Unica funcao linear
que também é uma translacao.

A definigdo a seguir generaliza a classe de fungoes vistas
acima:

Definicao 3. Uma funcdo f : R — R dada por f(x) = ax+Db,
onde a,b,c € R, € chamada de fungao afim.

Toda funcao linear é uma funcao afim, com a # 0e b = 0.
Toda translagao é uma funcao afim, com a =1. Se a =0, a
funcao afim pode ser escrita como f(x) = b, e a chamamos
de fungao constante.

http://matematica.obmep.org.br/ P.3
matematica@obmep.org.br



Reciprocamente, toda funcao afim que nao é constante
pode ser construida a partir de fungoes lineares e translacoes,
da seguinte maneira: seja f : R — R uma funcao afim, dada
por f(z) = ax +b, com a # 0. Entdao f = T o L, onde
T :R — R é atranslagdo dada por T(z) =z+be L: R - R
é a fungao linear dada por L(xz) = ax. De fato, para todo
x € R, temos

(ToL)(z)=T(L(z)) =T(azx) = ax + b= f(z).

Para o exemplo a seguir, recorde (de acordo com o ma-
terial Fungoes - Nocoes Bdsicas - Resolugcao de Exercicios,
Parte 4, Exemplo 7) que uma funcdo f : R = R é chamada
de involugao se f(f(z)) = x, para todo = € R.

Exemplo 4. Vamos obter todas as funcgoes. afins que sao in-
volugdes. Para tanto, seja f(x) =ax + b, para todo x € R,
e suponhamos que f(f(x)) = x, também para todo x € R.
Entio, f(ax +b) = x, isto ¢, alax + b) + b = z. Dessa
igqualdade seque que

a’z + (a +1)b = x, (2)
para todo x € R. Em particular, se x = 0, entao (a+1)b =0,
o que implica b =0 ouw a = —1. Consideremos, pois, esses
dois casos:

(i) Se b =10, pode ser rescrita como a’x = x, para todo
xz € R. Fazendo x = 1, encontramos a> =1 e, daf, a =1 ou
a=-1. Sea=1, entao f(x) =z, a funcdo identidade. Se
a=—1, entao f(z) = —=x.

(i) Se a = —1, entdo ¢ trivialmente satisfeita, indepen-
dentemente do valor de b. Logo, f(x) = —xz +b. (Observe
que esse caso, no final das contas, inclui o caso anterior.)

Sendo A um subconjunto ndo vazio de R, uma fungao
f:A—=R, dada por f(z) =ax +b, com a,b € R também é
chamada de funcao afim. Analogamente, repetimos a mesma
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nomenclatura definida acima para translagoes, funcoes linea-
res etc, no caso de fungoes f : A — R. Vejamos um exemplo
relevante nesse sentido.

Exemplo 5. A func¢io f : N — R dada por f(n) = an+b, com
a,b € R, € uma fungao afim cujo dominio € o conjunto N dos
numeros naturais. Note que f € simplesmente a sequéncia
(f(1), f(2), f(3)...), tal que a diferenca entre dois termos
consecutivos é sempre a mesma:

fn+1)—f(n)=an+1)+b—(an+b) =a.

Uma sequéncia desse tipo é chamada de progressao arit-
mética (abrevia-se PA) de razdo a. O termo f(1)=a+b
é chamado de termo inicial da PA. Denotando a, = f(n),
temos que a; = f(1) = a+1b, isto é, b = a; — a. Portanto,

an = f(n) =an+b=an+a; —a,
e podemos escrever
a, = a1+ (n—1)a,

a qual € denominada a férmula do termo geral da PA.

2 Caracterizagao de funcoes afins

Nesta segao, vamos exibir uma propriedade que caracteriza
as funcoes afins. Também veremos que é facil decidir quando
uma funcao afim é crescente ou decrescente, de acordo com
a definigao a seguir.

Definicao 6. Uma funcao f : R — R € chamada crescente
se o walor de f(x) cresce quando x cresce, ou seja, se para
z,x’ € R, tivermos

x < = f(z) < f(2').

Uma funcio f : R — R € chamada decrescente se o valor
de f(x) decresce quando x cresce, ou seja, se para x,x’ € R,
tivermos

x<z' = f(x) > f(2').
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Lembremos que, dados z, 2’ € R, escrevemos x < x’ para
indicar que ' = x + h, com h € R, h > 0. O ntmero
positivo h, que devemos somar a x para obter =/, é chamado
incremento.

O Teorema [7] a seguir caracteriza as fungoes afins em

termos da razao

onde h é um incremento arbitrario. A razao é chamada
taxa de variagao (da funcdo f no ponto x, para um
incremento h). Podemos ver a taxa de variagdo'como uma
medida da “velocidade” de crescimento de uma funcao. Em
geral, essa taxa de variacao depende de x, mas para funcoes
afins ela é constante, como veremos a seguir.

Teorema 7. Seja f : R — R uma funcao.

(a) f € uma funcao afim se, e somente-se, ataza de variacdo

fle+h) — f@)
h

€ constante, para quaisquer z,h € R, com h > 0. Neste
caso, temos f(x) = ax + b, onde a é o valor constante
da taza de variagao eb = f(0).

(b) Uma fungdo afim-dada por f(x) = ax+b € crescente se,
e somente se;-a > 0, e é decrescente se, e somente se,
a < 0.

Prova.
(a)Assumindo que f seja uma fungao afim, podemos escrever
f(z)=ax+b, com a,b € R. Entéo,

fx+h)— f(x) a(x+h)+b— (ax+D)

h h
_ar+ah+b—axr—0
B h
_ah
=5 =a
http://matematica.obmep.org.br/ P.6

matematica@obmep.org.br



Reciprocamente, supondo que a taxa de variacao de f
seja constante e igual a a, temos

flat+h) = flz) _

= a,
h
para quaiquer x,h € R, com h > 0. Em particular, se z = 0,
obtemos

f(h) = £(0)

W =a= f(h) — f(0) = ah.

Da mesma forma, temos

para todos z, h € R, com h > 0 (observe que-h é o incremento
para passarmos de x — h a x). Em particular, para x = 0,
obtemos

w =a= f(=h)= f(0) = —ah.
Chamando f(0) de b, obtemos f(h) =ah+be f(—h) =
a(—h) + b, para todo h € R, h > 0. Dessa forma, escrevendo
z no lugar de h € —h na lei de formagao de f, obtemos
f(z) = ax + by para todo z € R (veja que tal férmula vale
também quando 'z = 0, uma vez que f(0) = b).

(b)-Seja f(z) = ax + b. Suponhamos que f seja crescente e
consideremos h € R, h > 0. Entao, x < x + h e, por f ser
crescente, f(x) < f(z + h), ou seja, f(z + h) — f(x) > 0.

Assim,
flx+h)—f(=z)

SFACR D ar AS Y
“ h

pois o numerador e o denominador dessa fragao sao positivos.
Reciprocamente, se f(x) = ax + b, com a > 0, entéo

/ p—
@ -1w)
-
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para quaisquer z,z’ € R, onde '’ = x + h. Se x < 2/, entao
—x>0e

f@) = f(x) = a(@’ — ) >0,

pois o segundo membro é o produto de dois nimeros positi-
vos. Logo, f(z) < f(a') e, portanto, f é crescente.

A demonstracao de que f é decrescente se, e somente se,
a < 0 é anéloga e convidamos vocé a escrevé-la. O

Observacao 8. Uma funcdo afim f : R — R tem taxa de
variagao igual a zero se, e somente se, € constante.

Veremos agora que a composicao de fungoes afins ainda
é uma funcao afim.

Teorema 9. Sejam f,g : R — R as func¢édes afins dadas por
f(z) =ax+b e g(x) = cx + d, para todo x € R. Entdo, a
composta fog: R — R também é uma funcao afim, dada
por
f(d)
—
(fog)(x) =acx+ (ad + ).

Além disso, se f e g forem ambas crescentes ou ambas de-
crescentes, entdo fog € erescente. Se uma delas for crescente
e a outra for decrescente, entao f o g € decrescente.

Prova. A primeira parte é um célculo imediato:

(fog)(x) = flg(x)) = flex +d)
=alcx+d)+b
= acz + (ad + b).

Observe que f(d) = ad + b.

Para a segunda parte, note primeiramente que o Teorema
garante que, se f e g forem ambas crescentes ou ambas de-
crescentes, entao a e ¢ tém um mesmo sinal (sdo ambos posi-
tivos ou ambos negativos). Em qualquer caso, temos ac > 0,
e a férmula para (f o g)(z), juntamente com o Teorema
garante que f o g é crescente.
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Se, por outro lado, uma das funcgoes for crescente e a
outra for decrescente, entao a e ¢ tém sinais contrarios, logo,
ac < 0 e (novamente pelo Teorema fog é decrescente. [J

O exemplo a seguir generaliza o teorema anterior. Dei-
xamos a verificacao dos detalhes para voce.

Exemplo 10. Considere as funcgées f1,..., fn : R = R, onde,
para cada 1 <1i <mn, temos f;(x) = a;xz + b;, com a;,b; € R.
A composta F = f10...0 f,, obtida aplicando-se sucessiva-
mente as funcoes fp,..., f1, € dada por

F(z) = (ar...an)a + fi(falo.. falbn)i- ),

onde f1(fa(-.. fu(bn)...)) = (fro...0 fn)(bn) € o resultado
da aplicacdo sucessiva das funcoes fp,..., f1 ao coeficiente
by, -

Ademais, se, dentre as funcdes fi,..., fn 0 nimero de
funcdes decrescentes for par, entao o produto ai...a, terd
um numero par de fatores negativos, sendo, portanto, po-
sitivo; assim, a composta F = fyo:..0 f, serd crescente.
Caso o numero de fungoes decrescentes seja impar, o produto
ai...an terd wm ndmero impar de fatores negativos, sendo,
portanto, negativo; ent@o, a composta serd decrescente.

Dicas para o Professor

Um ou dois encontros de 50 minutos cada sao suficientes para
cobrir este material.

Funcoes afins sao importantes por dois motivos princi-
pais: primeiro, seu estudo é relativamente simples e pode-
mos dizer muito sobre uma funcao afim conhecendo apenas
seus coeficientes, ou sua agao em dois elementos distintos do
seu dominio. Segundo, é possivel estudar fungdes mais gerais
usando fungdes afins como uma primeira aproximagao (essa
é a ideia central do Calculo Diferencial). Evidentemente esse
segundo motivo é mais dificil de ser explicado a alunos do
ensino béasico, que nunca tiveram contato com o Caélculo,
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mas, conforme veremos na segunda parte do material, al-
guns exemplos podem ajudar o estudante a compreender a
utilidade das fungoes afins como ferramenta de aproximacao.

As referéncias listadas a seguir discutem funcoes em geral,
e afins em particular. As referéncias [2] e [3] trazem vérios
problemas simples envolvendo fungoes afins, ao passo que a
referéncia [1] estende o estudo de funcoes até os rudimentos
do Caélculo.
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