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1 Angulo entre retas no espaco.
Perpendicularidade

Considere, no espago, duas retas r e s e um ponto P. Se-
jam ' e s’ as retas paralelas a r e s, respectivamente, e
passando por P. O menor angulo entre as retas coplanares
r’ e s’ é definido como o dngulo entre r e s. Como caso
particular, se as retas r e s sao paralelas, dizemos que o
angulo entre elas é igual a zero.

Usamos a notagao Zrs para indicar a medida do angulo
entre as retas r e s. De acordo com a definicao dada no
paragrafo anterior, temos Zrs = Zsr e 0 < Zrs < 90°. Re-
corde que, se 1 e s sdo retas coplanares tais que Zrs = 90°,
dizemos que 7 e s sao perpendiculares. Em geral se r e s sao
retas (ndo necessariamente coplanares) tais que Zrs = 90°,
dizemos que 7 e s sao ortogonais e denotamos r L s. Por-
tanto, todo par de retas perpendiculares é também orto-
gonal, mas hé pares de retas ortogonais que nao sao per-
pendiculares, simplesmente porque nao se intersectam.

Se uma reta r é ortogonal a toda reta ¢ contida em um
plano «, dizemos que r é perpendicular ao plano «a e
denotamos r L «. Se a reta r é perpendicular ao plano «,
entdo r intersecta o plano a. De fato, se fosse r || «, entdo
existiria, pelo Teorema 9 da parte 1, uma reta 7’ C « tal
que r || 7. Mas isso é uma contradi¢ao, pois qualquer reta
contida em « é, por defini¢ao, ortogonal a 7.

Teorema 1. Por um ponto P & « passa uma unica reta
perpendicular ao plano .

Prova. Suponha que existam duas retas ¢1 e {5, passando
por P e perpendiculares ao plano «. Seja 8 o plano de-
terminado por f1 e {3 e seja t = aN B. Entao, as retas
Uy, 5 e t sao coplanares e /1 e {5 sdao simultaneamente
perpendiculares a reta t, o que é uma contradigao. o

A seguir, exibiremos um critério suficiente para a per-
pendicularidade entre uma reta e um plano.

Teorema 2. Se uma reta v € ortogonal a duas retas con-
correntes de um plano «, entao r é perpendicular a o.

Prova. Sejam ¢; e {5 retas contidas em « e ambas orto-
gonais a reta r. Devemos mostrar que r é ortogonal a toda
reta £ contida em «. Inicialmente, observemos que r nao
é paralela a «a, pois do contrario r seria paralela a toda
reta de a, o que ndo ocorre. Agora seja N o ponto de
intersecao entre r e «, e sejam ] e ¢} retas passando por
N e paralelas, respectivamente, a ¢1 e {o (veja a figura[ll).
Pela definicao de angulo entre retas, temos que r é per-
pendicular a £} e a ¢;. Isso nos permite supor, sem perda
de generalidade, que as retas ¢1 e £3 passam por N (razao
pela qual, na figura[I] elas aparecem nomeadas como £ e
Uy, em vez de €] e 0}).

Sejam A € (1 e B € /5 tais que AN = BN e sejam
P, P' € r tais que PN = PN’ (veja novamente a figura []).

Comor L ¢ er L {5, os tridAngulos ANP, BNP, ANP' e
BN P’ sao todos congruentes (conforme o axioma (E-6) da
parte 1 e o caso de congruéncia de triangulos lado-angulo-
lado). Em particular, PA = P’A = PB = P'B. Logo,
os tridngulos ABP e ABP’ sao congruentes (novamente
pelo axioma (E-6) da parte 1 e pelo caso de congruéncia
lado-lado-lado). Consequentemente, os angulos ZPAD e
Z/P'AD sio congruentes.

Figura 1: condigao suficiente para perpendicularidade en-
tre reta e plano.

Sem perda de generalidade, podemos supor que a reta
¢ intersecta o segmento AB no ponto D. Como PAD =
P'AD, os triAngulos PAD e P'AD sao congruentes (uma
vez mais pelo axioma (E-6) e pelo caso de congruéncia lado-
angulo-lado). Assim, PD = P’D, de forma que o tridangulo
PP'D é isésceles. Mas, como PN = P'N por construcio,
temos que o segmento DN é mediana relativa & base PP’
do tridngulo isdsceles PP'D. Logo, DN também é altura
relativa & base, e segue dai que DN | PP’. Entao, ¢ L r,
como queriamos demonstrar. o

A reciproca do resultado anterior é evidente, de forma
que ele fornece uma caracterizagao do perpendicularismo
entre retas e planos. A seguir, mostraremos que a perpen-
dicular a um plano passando por um ponto efetivamente
existe.

Teorema 3. Dados um plano « e um ponto P do espaco,
eriste uma unica reta perpendicular a o e passando por P.

Prova. A unicidade da perpendicular j& foi demonstrada
no Teorema[ll Vamos mostrar a sua existéncia.

Suponhamos, inicialmente, que P ¢ «. Seja s uma reta
contida no plano « e 8 o plano determinado por s e P (veja
a figura[2). Considere a reta ¢, contida em ( e perpendi-
cular & reta s, e seja (@ o ponto de intersecao entre as retas
s e t. Seja u a reta contida no plano « e perpendicular a
reta s pelo ponto Q). Enfim, seja r a reta contida no plano
v, determinado por ¢t e u, passando por P e perpendicular
a reta u.
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Figura 2: existéncia de uma perpendicular ao plano « por
um ponto P & a.

Por construcao, temos r» 1 u. Também por construgao,
temos s L u e s L t. Pelo Teoremal2 s é perpendicular ao
plano 7 e, pela definigao de reta perpendicular a plano, s
é ortogonal a qualquer reta contida em . Em particular,
r L s, poisr C . Assim, r L uwer L s, que sdo duas
retas concorrentes contidas no plano . Novamente pelo
Teorema 2, a reta r é perpendicular ao plano «, como
queriamos demonstrar.

Suponha, agora, que P € a. Tome um ponto P’ ¢ a e
trace por P’ duas retas concorrentes u’ e s’, ambas para-
lelas a . Se o’/ é o plano determinado por u' e s’, entao
P ¢ o/, de forma que o caso anterior garante a existéncia de
uma reta r, perpendicular a o’ e passando por P. Agora,
sejam u e s as retas paralelas a u’ e s, respectivamente,
e passando por P. Entéo, temos u,s C a e v/ Lr = ulr,
s’ Lr = s_Lr. Portanto, r é perpendicular as retas concor-
rentes u e s do plano «, de forma que r_La. O

Reciprocamente a discussao do segundo caso na demons-
tragao do teorema anterior, temos o exemplo a seguir.

Exemplo 4. Mostre que dois planos distintos e perpendi-
culares a uma mesma reta sao paralelos entre si.

Solucgao. Sejam « e [ dois planos distintos, perpendicu-
lares a reta r. Como a # 3, temos que esses planos ou sao
paralelos ou sua interse¢ao é uma reta. Vamos mostrar que
essa segunda opcao nao ocorre.

Por contradigcao, suponha que aNP = ¢, uma reta. Sejam
A, B e P pontos escolhidos do seguinte modo: {4} = rNa,
{B} =rnNpe P éum ponto qualquer da reta t.

Inicialmente, afirmamos que os pontos A, B e P nao sao
colineares. De fato, se o fossem, a reta r teria dois pontos
em «, (os pontos A e P) e também dois pontos em f3,
(os pontos B e P); logo, terfamos r = ¢t. Mas isso nao é
possivel, porque r é perpendicular a « e a 3, enquanto ¢
estd contida em a e em f3.

Assim, A, B e P formam um triangulo. O lado AP desse
triangulo estd contido em «; logo, é perpendicular a AB,
que tem r como reta suporte. Da mesma forma, o lado BP
do triangulo estd contido em (; logo, também é perpenci-
cular a AB. Com isso, o triangulo ABP teria dois angulos
internos retos, o que é impossivel.

Como a suposicao de que a intersecao entre os planos « e
B é uma reta nos levou a uma contradicao, somos forgados
a concluir que tais planos sao paralelos. o

Se P & v e r é a reta que passa por P e é perpendicular
a «, chamamos o ponto de intersecao P’ entre r e o de pé
da perpendicular baixada de P e « (veja a figura3 a
seguir).

Figura 3: o pé da perpendicular como o ponto do plano
mais préximo de P.

Se A € ae A # P, entao os pontos A, P e P’ nao
sdo colineares e, portanto, determinam um plano 8 # a.
Como r_La, temos r perpendicular & reta AP de forma que
o tridngulo APP’ é retangulo em P’. Logo, o segmento
AP, sendo a hipotenusa de APP’, tem medida maior do
que a do cateto PP’. Dessa forma, o ponto do plano que
estd a uma distancia minima de P é exatamente o ponto
P’, pé da perpendicular baixada de P ao plano «. Assim,
definimos a distancia do ponto P ao plano a como

d(P,a) = PP,

o comprimento do segmento PP’.

Se A€ ae P ¢ asao tais que AP é uma reta ndo per-
pendicular ao plano a (veja a figuraB)), dizemos que a reta
AP é obliqua ao plano a. Se P’ é o pé da perpendicular
baixada de P a a, a reta AP’ é denominada a projegao
da reta AP sobre o plano «. As mesmas defini¢gdes valem
para segmentos.

O teorema a seguir, cuja demonstracao é uma destilacao
da prova do Teoremal[3], é conhecido como o Teorema das
Trés Perpendiculares.

Teorema 5. Sejam dados um plano o e pontos A e P, com
A€ aeP ¢a, tais que a reta AP é obliqgua a «. Seja,
ainda, ¢ uma reta de . Entdo, {1 AP se, e s6 se, {LAP’,
onde AP’ € a projecio de AP sobre a.

Prova. Pela definicio de projecao, o ponto P’ é o pé da
perpendicular baixada desde P ao plano « (veja a figura
M). Dessa forma, PP’ 1 « e, como ¢ C «, temos PP’ | (.

As retas PP', AP e AP’ estao todas contidas em um
mesmo plano, aquele determinado pelos pontos A, P e P,
o qual chamaremos de .
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Supondo que £ 1. AP, vemos que £ é ortogonal as retas
concorrentes AP e PP’, as quais estdo ambas contidas em
8. Pelo Teorema[2] temos entao que £ L 8. Em particular,
¢ 1 AP’ uma vez que a reta AP’ também esté contida em

B.

Figura 4: o teorema das trés perpendiculares.

Reciprocamente, supondo que £ 1. AP’ vemos que £ L
AP e ¢ 1 PP’ implicam ¢ 1L 3, pois AP' e PP’ sao
duas retas concorrentes desse plano. Em particular, temos
£ 1 AP, uma vez que a reta AP também estd contida em

B. O

2 Angulos diedros

Nessa segao, generalizamos a no¢ao geométrica de angulo
plano para uma nogao similar no espago, chamada angulo
diedro.

Sabemos que uma reta £, contida em um plano «, o di-
vide em dois subconjuntos £ e ¢~, denominados os se-
miplanos determinados por /, tais que {T U £~ = a e
N £~ = (. Dado em o um ponto O e retas r e s con-
correntes em O, temos os semiplanos 7™, r=, sT e s7. A
intersegao de 7+ ou r~ com sT ou s~ (a porgao dupla-
mente hachurada na figura Bl é denominada um angulo
plano com vértice em O.
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Figura 5: angulo plano como interse¢ao de dois semiplanos.

Agora, consideremos dois planos distintos e nao parale-
los « e 3, cuja intersegdo é a reta ¢ (veja a figuraldl). Cada

um desses planos divide o espaco em dois semiespacgos, de-
notados a™ e o~ para o plano a e ST e 8~ para o plano
8. De modo analogo ao que fizemos no paragrafo anterior
para retas contidas em um plano, as intersecoes de at ou
a~ com BT ou B~ dividem o espaco em quatro regioes,
cada uma das quais é chamada um angulo diedro com
faces a e B e aresta /.
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Figura 6: um dos angulos diedros determinados pelos pla-
nos nao paralelos a e (.

Os pontos de um angulo diedro que nao pertencem a uma
qualquer de suas faces sdo chamados pontos interiores
do diedro.

Usamos a notagao Zal para indicar o angulo diedro de
faces v e B e aresta £. Se for claro pelo contexto quais sao
as faces do angulo, podemos denota-lo simplesmente por
L.

Dado um angulo diedro Zaff, consideremos um ponto
O € ¢ e um plano v passando por O e perpendicular a
¢ (veja novamente a figura [B). Obtemos, assim, o angulo
LAOB =~y N ZLadp.

Observamos que a medida desse angulo plano nao de-
pende da posigao do ponto O sobre a aresta £. De fato
(veja a figura [M), se O’ for outro ponto sobre ¢ e + for
o plano perpendicular a ¢ e passando por O, entao 7’ é
paralelo a 7. Escolhamos A em yNa e A’ em ' N« tais
que OA = OA’ e, da mesma forma, B € yNae B’ € yNfB
tais que OB = OB'.

Por possuirem um par de lados opostos paralelos e de
comprimentos iguais, os quadrildteros OAA’O’ e OBB'O’
sao paralelogramos. Portanto, sao paralelos e tém com-
primentos iguais os outros dois pares de lados de tais pa-
ralelogramos, quais sejam, OO’ e AA’, OO’ e BB'. As-
sim, também temos que AA’ e BB’ sao paralelos e tém
comprimentos iguais, de forma que ABB’A’ também é um
paralelogramo. Logo, AB = A’B’.

Assim, os tridngulos OAB e O’A’B’ sdo congruentes,
pelo axioma (E-6) e pelo caso lado-lado-lado de con-
gruéncia de triangulos. Em particular, os angulos ZAOB
e ZA'O'B’ tém a mesma medida.
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Figura 7: invariancia da medida do angulo diedro.

A discussao anterior nos permite definir, de maneira nao
ambigua, a medida do angulo diedro Zaff como sendo
igual & medida do angulo plano

ZAOB =~y N Zakp,

onde v é o plano perpendicular a £ em O e a N~y = OA,
BN~ = OB (como na figura [G]).

Um angulo diedro Za/f é chamado agudo, reto ou ob-
tuso, conforme seu angulo plano correspondente ZAOB,
definido como no paragrafo anterior, seja agudo, reto ou
obtuso, respectivamente.

O angulo entre dois planos distintos e nao paralelos é,
entao, definido como o menor dos angulos diedros formados
por esses dois planos. Dessa forma, o angulo entre dois
planos distintos e nao paralelos tem medida maior que 0°
e menor ou igual a 90°.

Dois planos distintos sdo perpendiculares se forem nao
paralelos e formarem um angulo de 90°. Equivalentemente,
dois planos distintos e nao paralelos sao perpendiculares se
os quatro angulos diedros por eles formados forem todos
iguais a 90° (veja a figura[B). Para indicar que os planos
« e (3 sao perpendiculares, escrevemos o 1 (.

Figura 8: planos perpendiculares.

No que segue, vamos exibir um critério simples de per-
pendicularidade entre dois planos.

Teorema 6. Se um plano contém uma reta perpendicular
a outro plano, entdo esses dois planos sao perpendiculares.

Prova. Suponhamos que a reta ¢ esta contida no plano 8
e é perpendicular ao plano « (veja a figura[d). Queremos
mostrar que a L (.

M

Figura 9: critério para perpendicularismo de dois planos
distintos.

Sejam aNB =t {Na={N} e MN C « a reta per-
pendicular a reta t e passando pelo ponto N. Como t C «
ea L ¢ temos t L . Também, por construgao temos
t L MN. Assim, pelo Teorema 2] a reta ¢t e o plano de-
terminado pela reta ¢ e pelo ponto M sao perpendiculares.
Em particular, a medida do angulo diedro Zatg ¢ igual a
medida do angulo plano ZLNM. Mas, como ¢ L MN,
temos LN M = 90°, ou seja, os planos « e [ sdo perpen-
diculares. o

Para o exemplo a seguir, dados pontos néo coplanares A,
B, C e D, sejam (ABC)™ o semiespaco definido pelo plano
(ABC) e contendo o ponto D, (ABD)™ o semiespago defi-
nido pelo plano (ABC) e contendo o ponto C, (ACD)* o
semiespaco definido pelo plano (ABC) e contendo o ponto
B, (BCD)™ o semiespago definido pelo plano (ABC) e
contendo o ponto A. O tetraedro ABCD é a porgao
do espago definida como (ABC)* N (ABD)* N(ACD)™ N
(BCD)™T (veja a figura [I0]).

Dado um tetraedro ABCD, os pontos A, B, C' e D sao
seus vértices, os segmentos AB, AC, AD, BC, BD e CD
sdo suas arestas e os tridngulos ABC, ABD, ACD e BCD
sdo suas faces. Duas faces de ABCD séo adjacentes se
tiverem uma aresta em comum. Por fim, um tetraedro
ABCD é regular se todas as suas faces forem triangulos
equilateros.

Exemplo 7. Calcule a medida aproximada do angulo diedro
formado por duas faces adjacentes de um tetraedro regular.

Solugao. Sejam ABCD um tetraedro regular (veja a fi-
gura[ll)) e F o pé da perpendicular baixada desde o vértice
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A do tetraedro até o plano que contém a base BC'D. Como
AB = AC = AD e os triangulos ABF, ACF e ADF sio
todos retangulos em F', segue do Teorema de Pitagoras
que BF = CF = DF. Portanto, F é o circuncentro do
tridngulo equildtero BC' D, e a Geometria Plana elementar
ensina que BF, CF e DF também sao alturas de BC'D e
que, sendo F o ponto de intersecao de DF e BC', temos
que E é médio de BC e EF = %ﬁ

A

Figura 10: angulo diedro entre as faces de um tetraedro.

Agora, uma vez que as faces do tetraedro sao triangulos
congruentes, as alturas de ABC e BCD relativa a BC
sao iguais. Assim, FF = %AE e, se § = LAEF, entao
cosf = % = % Isso implica que 6 =~ 70°31'44"”. Veja que
AFE e DFE sao ambos perpendiculares a BC, de forma que
/AED = ZAFEF é o angulo diedro entre as faces ABC e
BCD do tetraedro.

Por fim, o raciocinio acima pode ser repetido para qual-
quer par de faces de ABC D, de forma que todos os angulos
diedros formados por elas sao aproximadamente iguais a
70°31'44" . O

3 Projecoes ortogonais

Sejam « um plano e P um ponto do espago. Se t é a reta
perpendicular a o e passando por P, chamamos o ponto P,
onde a reta t intersecta o plano «, de projecao ortogonal
de P sobre a. O plano « é chamado o plano de projegao.

Como existe uma unica reta perpendicular a « e pas-
sando por P, o ponto P’ é univocamente determinado por
P, ou seja, para cada ponto P do espaco, existe uma tnica
projecao ortogonal sobre o plano a. Se P € «, entao
pP=P.

A projegdo ortogonal de uma reta £ sobre um plano «
é o conjunto das projegoes ortogonais sobre o de todos
os pontos P € ¢. O teorema a seguir esclarece o efeito
de uma projecao ortogonal sobre retas. Em palavras, ela

garante que a operacao de projecao ortogonal sobre um
plano preserva colinearidade e paralelismo.

Teorema 8. A projecdo ortogonal sobre um plano o tem
as sequintes propriedades:

(a) Se uma reta £ nao é perpendicular a «, entao sua
projecao ortogonal sobre o também € uma reta.

(b) Se uma reta € € paralela a o, entao ela também é
paralela a sua projecao ortogonal sobre a.

(c) As projeciées ortogonais de duas retas paralelas, nao
perpendiculares a o, sao duas retas também paralelas.

Prova.

(a) Se £ C «, entao ¢ coincide com sua proje¢do ortogonal
sobre a. Se £ ¢ «, tome P € { tal que P ¢ «, e sejam
P’ € a sua projecao ortogonal e 8 o plano determinado
por £ e P'. Como o plano 3 contém a reta PP’, a qual
é perpendicular ao plano «, segue do Teorema [B que
B L «a. Dessa forma, se X € £ e X' € a é a projegao
ortogonal de X sobre «, entdao XX’ C 3, de forma que
X' € anB. Mas, como a N B é uma reta ¢, segue
que a projecao ortogonal de ¢ sobre « estd contida em
¢'.  Reciprocamente, é imediato reverter os passos do
argumento anterior para mostrar que todo ponto X’ € ¢
é a projecao ortogonal sobre o de um ponto X € ¢. Logo,
¢ é a projegao ortogonal de ¢ sobre a.

(b) Se ¢ e ¢ tivessem um ponto P em comum, entdo
terfamos P € {N{¢ C £Na = 0, o que é um absurdo.
Logo, ¢ || ¢'.

(c) Sejam £; e £o duas retas paralelas, ndo perpendiculares
a «a, e 0] e 04 as projecoes ortogonais de ¢1 e {o sobre «,
respectivamente. Sejam [ e f2 os planos determinados
por {1 e £} e por {3 e ¢}, também respectivamente. Como
B1 L ae By L a, temos que existem retas r; e ro conti-
das em B e (o, respectivamente, tais que 71,72 La. Como
(1,71 C B e o, ri Lo, temos que £, e 71 sd0 conco-
rentes. Analogamente, {5 e ry também sao concorrentes.
Entao, #1 contém as retas concorrentes ¢1 e 71, as quais sao
respectivamente paralelas as retas concorrentes ¢ e 72, que
por sua vez estdo contidas em S2. Logo, 51 || B2. Assim,
0y =anp el = anpy sio retas coplanares e sem pontos
em comum (pois, do contrario, 81 e B2 teriam pontos em
comum). Logo, ¢1 e {2 sdo paralelas. o

Dados um plano « e um segmento AB, a projegao or-
togonal de AB sobre « é o conjunto das projegoes orto-
gonais dos pontos de AB sobre a.

Conforme veremos a seguir, a razao entre os comprimen-
tos de segmentos paralelos é preservada por projecao orto-
gonal. Comecemos mostrando que, em geral, uma projecao
ortogonal transforma segmentos de reta em segmentos de
reta.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



Teorema 9. Seja AB um segmento ndao perpendicular ao
plano a. Se A’ e B’ sao as projecoes ortogonais dos pontos
A e B sobre a, respectivamente, entdo A'B’ € a projecao
ortogonal de AB sobre a.

Prova. Vimos, no Teorema 8 que a projecio ortogonal
da reta AB é a reta A’B’. Se 8 é o plano que contém as
retas AB e A’B’, entdo  também contém as retas AA’ e
BB'.

No plano 3, sejam AA’T o semiplano determinado pela
reta AA’ e contendo o ponto B e BBt o semiplano de-
terminado pela reta BB’ e contendo o ponto A. Como
AA' || BB’ ¢ A € BB, temos que A’ € BB'"; como
BB’ | AA" e B € AA'", temos que B’ € AAt. Como
A € BB'T, temos que AB C BB'"; analogamente, AB C
AA™. Entao, se P € AB, temos que P € AA'"™ N BB'T.
Mas af, sendo P’ a projecao ortogonal de P sobre «, temos
que: P € AA'" e PP' || AA" implicam P’ € AA'"; analo-
gamente, P € BB'" ¢ PP’ || BB’ implicam P’ € BB'".
Assim,

P ¢ ABNAATNBB'T,
e esse ultimo conjunto é precisamente o segmento de reta
A’'B’, de forma que P’ pertence a tal segmento.

Reciprocamente, se P’ pertence ao segmento de reta
A’'B’, entdo sabemos que P’ é a projecao ortogonal so-
bre a de um ponto P situado sobre a reta AB. Contudo,
nao é dificil reverter os passos do argumento acima para
mostrar que, de fato, P pertence ao segmento de reta AB.

Logo, o segmento AB é projetado ortogonalmente sobre
a no segmento A'B’. O

O resultado anterior admite uma consequéncia impor-
tante para o que faremos em seguida.

Corolario 10. Sejam « e B dois planos ndo perpendicula-
res. Se ABCD é um paralelogramo situado no plano f3,
entdo a projecao ortogonal de ABCD sobre a € outro pa-
ralelogramo.

Prova. Como 4, temos que os lados de ABCD nao
sao perpendiculares a «w. Como retas paralelas sao proje-
tadas ortogonalmente em retas paralelas e segmentos de
reta sao projetados ortogonalmente em segmentos de reta,
concluimos que dois segmentos de reta paralelos sao proje-
tados ortogonalmente em dois segmentos de reta paralelos.
Logo, sendo A’, B’, C' e D’ as proje¢oes ortogonais de A,
B, C e D sobre «, temos que AB || CD = A'B" | C'D’
e AD || BC = A'D’" || B'C'. Entao, A’B'C’'D’ é um qua-
drildtero com pares de lados opostos paralelos, logo, um
paralelogramo. O

Teorema 11. Sejam AB e CD dois segmentos paralelos,
nao perpendiculares ao plano a. Se A'B’ e C'D’ sdo as
projecoes ortogonais de AB e CD sobre «, respectiva-
mente, entao

AB A'B

CD CO'D

Prova. Considere, sobre a reta AB, pontos Ci e D;
tais que C1D; = CD. Como AB || CD, o quadrildtero
C1D1DC tem dois lados opostos (CD e C1D1) paralelos
e iguais, logo, é um paralelogramo. Sejam C] e Dj
as projecoes ortogonais de C; e Dy sobre o plano «, e
consideremos dois casos separadamente:

(i) o plano 8, que contém AB e CD, nao é perpendicular
a a: nesse caso, segue do coroldrio anterior que C1 D} D’C’
¢ um paralelogramo e, dai, CD = C1D; e C'D’ = C} D).
Portanto,

AB_AB _ AB _AF
CD CD ~ CD, CD}

(1)

(ii) o plano 8 é perpendicular a a: nesse caso, C1 D D'C’
nao é mais um paralelogramo, mas Geometria Euclidiana
plana elementar aplicada ao plano [ garante que ainda
temos CD = C1D; e C'D’ = C;D}. Portanto, também
nesse caso, () é vélida.

O argumento anterior garante que podemos supor que
A, B, C' e D sao pontos colineares. Mas, com essa hip6tese
adicional, A’, B’,C’ e D’ também sao colineares e as retas
AA’, BB', CC’ e DD’ formam um feixe de retas paralelas
contidas no plano S. O resultado segue, entdo, como con-
sequéncia do Teorema de Tales da Geometria Euclidiana
plana. O

Um argumento semelhante ao utilizado no inicio da
Secao 2l para demonstrar a invariancia da medida de um
angulo diedro, nos permite mostrar o resultado a seguir.

)

Teorema 12. Se a e [ sao planos paralelos e ABC ¢é
um triangulo contido em [3, entdo a projecao ortogonal de
ABC sobre o é um triangulo A'B'C’, congruente a ABC.

Terminamos este material relacionando a area de um
poligono (plano) com a drea de sua projegao ortogonal so-
bre um plano. No enunciado do teorema a seguir, usamos
a notagao A(F) para indicar a drea de uma figura plana
F.

Teorema 13. Seja P um poligono contido em um plano 3
e P' a projecdo ortogonal de P sobre um plano o. Se 6 é
a medida do angulo entre o e 3, entao

A(P") = A(P) - cos¥. (2)

Prova. Inicialmente, se § = 90°, entdo nao ha nada a
fazer. Realmente, nesse caso temos que a projecao de P
sobre o degenera em um segmento de reta e cos = 0, de
forma que os dois lados de (2]) sao iguais.

Suponha, pois, que 0° < § < 90°. Observe que P pode
ser particionado como a uniao de triangulos 71, ..., Tk, de
tal forma que

A(P) = A(T1) +---+ A(Tk)
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Entao, P’ fica particionado como a unido das projecoes T7,
, T de Th, ..., Tk, respectivamente, de modo que

A(P") = A(T)) + -+ + A(T}).

Portanto, se mostrarmos que (2]) vale para triangulos, te-
remos
A(P") = A(T)) + -+ A(TY)
= A(T1)cos@ + - - -+ A(Ty) cos 6
= (A(T1) + -+ A(T)) cos b
= A(P)cosb.

Dessa forma, ¢é suficiente demonstrar o resultado para
triangulos.

Vamos, primeiramente, resolver o problema para o caso
particular em que um dos lados do triangulo ABC' é pa-
raleld] ao plano «a, digamos AB || a. Seja vy o plano que
passa por AB e é paralelo a « (veja a figura [TT]).

C

i G
D<Z i
: :

/

Figura 11: projecao ortogonal de um triangulo sobre um
plano paralelo a um de seus lados.

A/

i

O Teorema [I2 garante que ABC; e A’B’'C’ sao congru-
entes; em particular, eles tém a mesma édrea: A(ABC:) =
A(A'B'C").

Tracemos a altura C'D; do triangulo ABC' relativa ao
lado AB. Pelo Teorema das Trés Perpendiculares, o seg-
mento C1D; também é perpendicular a AB. Entao, a
discussao sobre a medida de angulos diedros garante que
CD:.Cy = 60, a medida do angulo entre os planos 5 e a.
Dessa forma,

-AB-C1D,

AWBC) = A(ABG) =
= % -AB-CD; - cosf
= A(ABCQC) - cosb.

Vamos, agora, supor que nenhum dos lados do triangulo
ABC é paralelo ao plano «. Suponhamos ainda que, dos
trés vértices do triangulo ABC, o ponto mais préximo ao
plano « seja A (veja a figura [I2)).

10u seja, a reta suporte desse segmento é paralela ao plano a.

Figura 12: o caso geral da projecao ortogonal de um
triangulo sobre um plano.

Seja v o plano paralelo a a e que passa por A. Sejam
B, e (1 as projegoes ortogonais dos pontos B e C, respec-
tivamente, sobre o plano v e sejam B’ e C’ as projecoes
ortogonais dos pontos B e C, respectivamente, sobre o
plano a. Seja D o ponto onde a reta BC' encontra o plano
~. Finalmente, seja A’ a projecao ortogonal do ponto A
sobre o plano a.

De acordo com o que ja demonstramos, temos
A(A'B'C") = A(AB1C4), A(AB1D) = A(ABD) - cosf e
A(AC1D) = A(ACD) - cosf, onde 6 é o angulo entre os
planos « e 8 (ou, o que é o mesmo, entre os planos 5 e 7).
Assim,

AA'B'C) = A(ABlCl)
— A(AC1D) — A(ABD)
= [A(ACD) — A(ABD)] - cosf
= A(ABC) - cos®b.
Isso conclui a demonstragao. O

Dicas para o Professor

A abordagem aziomdtica ou Euclidiana da geometria es-
pacial exige mais tempo e dedicagao do professor. Vocé
pode optar por seguir esse texto ou por exibir os resulta-
dos sem as demonstragoes, ou, ainda, por omitir algumas
demonstragoes que julgar mais elaboradas. Caso opte por
seguir o texto a risca, deve estar preparado para dedicar
um bom tempo a ele. Para sermos mais precisos, estima-
mos que sejam necessarias 4 ou 5 aulas de 50 minutos cada
para cobrir todo esse material. Esse tempo pode aumentar
ou diminuir conforme o rendimento da turma. Caso deseje
omitir algumas, ou todas as demonstragoes, o tempo ne-
cessario pode ser reduzido a, no méaximo, 3 aulas de 50
minutos cada.
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Um fato extremamente importante na abordagem Eucli-
diana da geometria espacial é que as figuras sao meras re-
presentagoes dos objetos geométricos. De outra forma, em-
bora a intuicao geométrica nasca dos objetos fisicos que nos
rodeiam, as figuras geométricas que definimos e estudamos
no texto nao fazem, em principio, parte do mundo fisico:
nao encontramos retas ou planos em um passeio pelo par-
que. Esses objetos, entao, existem apenas em nossa mente,
e s6 os associamos a objetos do mundo fisico que nos rodeia
pela comodidade de construirmos representacoes mentais
familiares para os mesmos.

Dessa forma, é interessante encarar a geometria como
um jogo, onde os axiomas sao as regras e as demonstragoes
sdo argumentagoes que s6 podem utilizar tais regras (ou
seja, os axiomas) e aquilo que ja foi demonstrado. Assim,
o fato de que os teoremas da geometria refletem proprie-
dades interessantes e uteis dos objetos fisicos reais que nos
circundam é secundario.

Esse modo peculiar de pensamento (axiomaético, légico e
dedutivo) é uma heranga da antiguidade cldssica grega, tal-
vez a maior que recebemos dela. Qual é a vantagem desse
modo de pensamento? Longe de ser uma limitacao, ele é
uma libertacao: nao ha necessidade de trabalharmos com
representagoes concretas (esbogos de figuras) para cons-
truirmos toda uma teoria geométrica. De outra forma,
caso um determinado conjunto satisfaga os axiomas, ele
também satisfara todos os resultados da teoria.

Mais informagoes sobre a abordagem axiomatica da Ge-
ometria podem ser encontradas na sugestao de leitura com-
plementar [2], p. 219.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Geometria. Rio de Janeiro, Editora
S.B.M., 2014.

2. H.B. Griffiths, P.J. Hilton, Matemdtica Cldssica, uma
interpretacdo contempordanea, vol. 2, Sao Paulo, Edi-
tora Edgard Bliicher/Ed. USP, 1975.
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