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1 Introducao

A maior parte desta aula é dedicada a resolucao de exercicios
sobre os conceitos estudados na aula anterior, seguindo os
mesmos exemplos que constam nas video-aulas. Ao final,
introduziremos um novo parametro estatistico para variaveis
quantitativas, a amplitude de um conjunto de ntimeros.

2 Fixacao dos conceitos

Exemplo 1. Em uma turma de sétimo ano, as notas obtidas
pelos alunos na prova de Matemdtica (numa escala de 0 a

100) foram:
13, 34,45,26,19,27, 48,63, 81, 76, 52, 86,92, 98.

Vamos calcular a média e a mediana das notas e discutir um
pouco esses dados.

Solugao. Antes de mais nada, observe que ha 14 niimeros
na lista, o que indica que 14 alunos fizeram a prova.

Agora, para calcular a média dos nimeros, basta somé-los
e dividir o resultado por 14. Assim fazendo, temos:

760
Média = — =~ 54,28.
14 ’
Observacgao: usamos o simbolo “~” com o significado de
“aproximadamente”.

A interpretacao da média é que se todos os alunos tivessem
tirado'a mesma nota, a fim de obter a mesma soma total de
760 pontos pelos 14 alunos, essa nota seria 54,28. Imaginando
que a nota minima para passar de ano fosse 50 pontos, se
todos os alunos tivessem obtido nota igual a média, todos
teriam sido aprovados (apesar de que teriam passado de ano
com uma nota relativamente baixa).

Acontece que a média é uma informagao simplificada da
realidade. Observando os dados mais atentamente, vemos
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que a turma é bastante heterogénea e ha muitos alunos com
notas bem maiores e outros com notas bem menores que a
média.

Para calcular a mediana, precisamos ordenar as notas.
Listando-as da menor para a maior, obtemos:

13,19, 26, 27, 34, 45, 48, 52, 63, 76, 81, 86, 92, 98

Como h4 14 ndmeros (uma quantidade par deles), ndo hd um
Unico nimero que esteja no centro da lista; como 14/2.= 7, os
dois niimeros mais ao centro sdo o sétimo e o oitavo nimeros.
Veja:

=]

13 19 26 27 34 45 48 527 63 .76 81 86 92 98

Assim, tais nimeros sdo 48 e¢ 52, de forma que a mediana ¢é a
média desses dois ntimeros:

48+52

50.
2

Mediana =
Uma vez que a mediana ¢é igual a 50, a turma tem uma
quantidade par-de alunos e nenhum aluno tirou exatamente
50 pontos, concluimos que exatamente metade dos alunos
ficaram com nota abaixo de 50 e metade acima de 50.
Quanto a moda, ela acaba nao sendo uma informacao
relevante, ja que cada uma das notas que aparece na lista
aparece exatamente uma vez. Ou seja, ndo ha valor que se
destaque. De fato, temos um conjunto multimodal, no qual
todos os numeros do conjunto fazem parte da moda. O

Exemplo 2. O peso médio dos 100 alunos de uma academia
de gindstica € igual a T5kg. O peso médio dos homens € 90 kg
e o peso médio das mulheres 65 kg

(a) Quantos homens frequentam a academia?
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(b) Se nao consideramos os 10 alunos mais pesados, o peso
médio cai de 75 kg para 72kg. Qual o peso médio desses
10 alunos?

Solucgao.
(a) Seja H a quantidade de homens. Como o total de pessoas
na academia é 100, temos que 100 — H é a quantidade de
mulheres. Como o peso médio dos homens é 90 kg, temos
que a soma dos pesos de todos os homens é 90H. Da mesma,
forma, como o peso médio das mulheres é 65 kg, temos que a
soma dos pesos de todas as mulheres é 65(100 — H). Assim,
a soma dos pesos de todos os alunos é 90H + 65(100— H).
Para terminar, lembre-se de que o peso médio de todas
as 100 pessoas é 75 kg, logo

90H + 65(100 — H)
100

Resolvendo essa equacgao, obtemos

=75.

90H + 6500 — 65 H ="7500
= 25H = 1000
= H = 40.

Ou seja, hd 40 homens na academia e, consequentemente, ha
60 mulheres.

(b) Vamos chamar de P o peso médio das 10 pessoas mais
pesadas da academia. Isso quer dizer que a soma dos pesos
dessas pessoas é 10P. Por outro lado, a soma dos pesos de
todas as pessoas da academia é 75-100 = 7500. Assim, temos
que a soma dos pesos das 90 pessoas mais leves é 7500 — 10P.

O enunciado diz que a média dos pesos dessas 90 pessoas
é 72kg. Logo, obtemos a equacéo:

7500 — 10P

72
90 ’

de sorte que

7500 — 10P = 90 - 72 = 6480.
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Portanto, 10P = 7500 — 6480 = 1020, o que implica que
P =102. Assim, o peso médio das 10 pessoas mais pesadas é
102 kg. O

Exemplo 3. As empresas A e B produzem um mesmo tipo
de produto e oferecem condicéoes de trabalho equivalentes, a
menos de suas politicas de remuneracao. A tabela sequinte
traz os valores da média, mediana e moda dos saldrios das
duas empresas.

Empresa A B

Média 2500 reais 2000 reais
Mediana 1700 reais 1900 reais
Moda 1500 reazs 1900 reais

Se vocé estivesse procurando-emprego, qual das empresas
escolheria?

Solugao. Primeiramente, note que nao hd uma resposta defi-
nitiva para essa pergunta, uma vez que os dados apresentados
sao insuficientes. Por exemplo, ndo sabemos quantos fun-
ciondrios cada empresa possui e também nao é possivel inferir
qual o maior saldrio pago-a um funcionario de cada empresa.
De toda forma, podemos fazer algumas observacoes.

Na empresa A, a média salarial é de 2500 reais, mas a
mediana é.de 1700 e a moda apenas 1500. Para que isso
aconteca, é necessario que os saldrios da empresa A variem
bastante. Cerca de metade dos funcionario ganham abaixo
de 1700 reais, enquanto o saldrio mais comumente pago é de
apenas 1500 reais.

Apesar disso, a média salarial é 2500, o que garante que
ha pelo menos um funcionario que recebe muito acima de
2500. De fato, como existem funcionarios que ganham 1500,
ou seja, 1000 reais abaixo da média, para compensar é preciso
que existam funcionarios que ganhem 1000 reais acima da
média. Ou seja, conclui-se que alguém da empresa A recebe
salario de pelo menos 3500 reais.
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Assim, se vocé tiver um curriculo altamente qualificado e
acreditar que serad contratado para um cargo de alto escaldo,
a empresa A pode ser uma boa opcao. Por outro lado, se
seu curriculo nao for tdo bom, hd bastante chance de receber
apenas 1500, que é o que a maioria das pessoas que trabalha
na empresa A recebe.

J4 na empresa B, tanto a média, quanto a moda e a
mediana ficam na faixa de 1900 a 2000 reais. Se vocé for
um empregado com curriculo mediano, tudo indica que na
empresa B vocé ird receber cerca de 1900 reais, que,-além de
ser o salario da maioria dos funcionarios da empresa B, nao
estd muito distante da média de salarios da empresa.

Nao podemos descartar completamente a possibilidade de
que haja alguns salarios muito acima dos 2000 ou muito abaixo
dos 1900, mas, como empregado mediano, vocé provavelmente
receberia um salario perto dos 1900 na empresa B, que é bem
maior do que o saldrio mais comum da empresa A (1500). O

Exemplo 4. Discuta sobre qual medida central (média, moda
ou mediana) é a mais adequada nos segquintes casos.

(a) Estao disponiveis dados.mensais sobre a incidéncia de
envenenamento por picada de cobra. Deseja-se planejar
a compra mensal de antidoto.

(b) Um fabricante de baterias deseja divulgar a durabilidade
de seu produto e coleta informacdes sobre a duracao de
100 de suas baterias.

Solugao. Para o item a medida mais adequada para o
planejamento seria a quantidade média de picadas.

Realmente, de posse dessa quantidade, podemos estimar
adequadamente a quantidade total de picadas no longo prazo,
assim como calcular a quantidade total de antidoto necessaria
no periodo.

E possivel que, num dado més, haja mais picadas do que
o usual e seja gasto mais antidoto. Porém, esse gasto precisa
ser compensado por um més onde haja menos picadas e,
consequentemente, menor uso do antidoto. Assumindo que a
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sobra de um més possa ser utilizada no més seguinte, a média
¢é a medida mais adequada para o planejamento.

Para o item @, o fabricante deveria considerar a di-
vulgagcao da moda do tempo de duragao das baterias. Isto
porque, ao fazé-lo, ele divulgara, para o cliente que com-
prar uma bateria nova, o tempo de vida mais provavel da
mesma. Além disso, os processos de fabricacao provavelmente
garantem que, na maioria dos casos, esse tempo de vida é
respeitado.

E possivel que algumas baterias venham com defeito de
fabrica e durem pouquissimo tempo, o que pode afetar nega-
tivamente a média.

Por exemplo, digamos que de cada 100 baterias 90 durem
5 anos, enquanto 10 deles durem 0 anos. Nesse caso, a média
¢ (95-5+10-0)/100 = 4,5 anos (quatro anos e meio). Porém
a moda é de 5 anos.

Num tal cenario, o fabricante esta sendo honesto ao divul-
gar que a maioria de suas baterias.dura 5 anos (e usando uma
estratégia de marketing mais adequada do que se divulgasse
uma durabilidade de apenas 4 anos e meio).

Além disso, os clientes que recebem baterias defeituosas
devem ser compensados pelo fabricante, por meio de uma
politica de garantia do produto. Assim, a moda também
acaba sendo a informagdo mais relevante para os clientes. [J

Exemplo 5. Dentre os recém formados de uma determinada
drea de estudos e com empregos considerados bons, foi sorte-
ada-uma amostra e analisada o quantidade de anos de estdgio
realizados no decorrer da faculdade (e anteriormente a for-
matura). Observando, na tabela abaizo, os dados obtidos,
calcule @ média, a moda e a mediana da quantidade de anos
de estdgio realizada.

Anos de
estdgio

Frequéncia‘ 25 H8 147 1056 T2 45 10‘ 462

1 2 3 4 5 6 | Total

Solucao. O niimero 462 indica que a amostra possui 462
estudantes. A primeira linha da tabela indica a quantidade
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de anos de estdgio que cada um desses alunos realizou (os
alunos que fizeram estagio por mais tempo fizeram 6 anos
de estdgio), ao passo que a segunda linha traz a frequéncia
absoluta de cada quantidade de anos. Ou seja, a tabela nos
diz que 25 alunos nao realizaram estégio, 58 alunos realizaram
um ano de estagio e assim sucessivamente.

Observe que a variavel que estamos analisando é o “niimero
de anos de estagio”; queremos saber a média do ntimero de
anos, a moda do niimero de anos e a mediana do ntimero de
anos.

A informagao mais direta de se obter a partir da tabela
é a moda: fica bastante claro que 2 anos é a quantidade de
anos de estagio mais frequente, logo, a moda do nimero de
anos de estagio é igual a 2. De fato, 147 alunos realizaram 2
anos de estagio e 147 é o maior nimero da segunda linha da
tabela.

Para calcular a média, o niimero de anos precisa ser
ponderado pelas frequéncias absolutas (conforme estudamos
na aula anterior). Calculando. dessa forma, vemos que a
média do tempo de estagio realizado pelo 462 alunos é:

0-25+1-58+2+147+3-105+4-72+5-45+6-10

462
58+ 294 + 315 +288 4225 + 60 1240 ~ 2,68
- 462 o462 T
Assim, os alunos ficaram, em média, 2,68 anos realizando

estagio.

Por fim, para obter a mediana, também nao podemos
ignorar as frequéncias. Imagine uma lista, extensa, com 462
nimeros, onde os 25 primeiros niimeros sao iguais a 0, os 58
nameros seguintes sdo iguais a 1, os 147 ntimeros seguintes
sdo iguais a 2 e assim sucessivamente, até listarmos todos os
462 nimeros.

0,...,0,1,...,1,2,...,2,3,...3,...
—— —— —— ——
25 58 147 105

A mediana é a média dos ntimeros que estao no centro
dessa lista. Como hé 462 niimeros, precisamos saber quais

http://matematica.obmep.org.br/ P.7
matematica@obmep.org.br



numeros ocupam as posicoes 231 e 232 da lista. Como 25 +
58 4+ 147 = 230, o dltimo ntmero 2 ocupa a posi¢ao 230.
Assim, tanto a posi¢io 231 como a posi¢do 232 sdo ocupadas
pelo nimero 3. Logo, a mediana € igual a 3. O

Observacao 6. Caso vocé ndo tenha compreendido bem a
informacdo contida na tabela do exemplo anterior, sugerimos
que revise a se¢do sobre “frequéncias” da aula anterior. Em
problemas de Estatistica, ¢ muito importante compreender a
natureza dos dados. Ndo é produtivo tentar “chutar” uma
resposta, uma vez que, pela lista de nimeros da tabela, pode-se
fazer varios tipos de cdlculos erroneos. Por exemplo, a: média
dos nimeros

254+ 58+ 14741054+ 72+ 45+ 10
7

= 62,14,

nao € algo relevante para o problema.  Da mesma forma,
também nao € relevante a média nao ponderada da quantidade

de anos
0+1+2+3+44546

7

Para fixar os conceitos, vejamos outros exemplo bastante
semelhante.

3.

Exemplo 7. Foi realizada uma pesquisa onde perguntou-se
o numero de computadores que cada entrevistado possui em
sua residéncia. O resultado da pesquisa foi o sequinte:

ndmero
de compu- | 0 1 2 3 4| Total
tadores

Frequéncia | 156 135 47 25 8 371

Calcule a média, a moda e a mediana da quantidade de
computadores.

Solucao. Fica claro que a moda é igual a 0, que é o ntimero
com maior frequéncia.
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Por outro lado, para calcular a média, basta fazer:

0-156+1-135+2-47+3-25+4-8

371
135494+ 75432 336

371 BE

0,9.

Agora, para calcular a mediana, precisamos saber qual
namero esta na posicao central da lista de niimeros

0,00 0,1, 1,2,....2,3,. .. 3,4,.. . 4.
—— Y Y Y~ Y~

156 135 47 28 8

Essa lista possui 371 elementos, que é uma quantidade impar.
Como 371/2 = 185,5, o ntimero que estd no centro da lista é
0 que ocupa a posicao 186.

Ora, ha 156 ntmeros iguais a zero nalista e, como 186 —
156 = 30, queremos o trigésimo numero listado apds os zeros.
Como o nimero 1 ¢é listado 135 vezes (e 135 > 30) fica claro
que o nimero que estd na pesi¢do 186 é o ntimero 1. Assim,
a mediana ¢ igual a 1. O

3 Um novo parametro: a amplitude.

Uma maquina-de cortar tampas de caixas de CD tem formato
quadrado, de 12cm de lado. Para fazer o controle didrio
da producao, a instrucao dada ao operario é a seguinte:
retire as/5 primeiras tampas cortadas em cada dia e avalie
o-comprimento de um dos lados. O objetivo é saber se
0 processo estd sob controle, com o maquinario ajustado
corretamente, no momento em que a producgdo estd sendo
iniciada, ou se ha necessidade de ajustes.

A seguir, temos os valores que o operario anotou em cada
dia.

Dia 1: 12cm, 10cm, 14cm, 12cm, 12 cm.
Dia 2: 11,5cm, 12)0cm, 11,5cm, 12,5cm, 12,5 cm.
Dia 3: 11,9cm, 12,0cm, 12,05cm, 12,01 cm, 11,99 cm.
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Imagine, ainda, que o funcionario foi orientado a anotar
em seu relatério apenas a média e a mediana dos valores que
ele aferiu.

Para o conjunto de dados acima, verifique que obtemos:

Dia Meédia Mediana

1 12 12
2 12 12
3 12 12

E curioso que, a média e a mediana nao conseguem distin-
guir os trés dias, escondendo potenciais defeitos apresentados
pela méaquina.

Para reduzir esse efeito, introduziremos um nove parametro,
chamado de amplitude.

A amplitude de uma conjunto de dados
é uma medida de variabilidade obtida pela
diferenga entre o maior valor (méximo) e o
menor valor (minimo) do conjunto.

No dia 1, o maior-tamanho que a maquina cortou foi de
14 cm e o menor foi de 10 cm; assim, a amplitude no dia 1 foi
de 14 — 10 = 4 cm. Procedendo analogamente, vemos que, no
dia 2, a amplitude foi dada por 12,5 — 11,5 = 1 c¢m; ja no dia
3, a amplitude foide 12,05 — 11,95 = 0,1 cm.

Vamos-estender a tabela anterior, incluindo a informacao
sobre a amplitude das medidas de cada dia.

Dia Meédia Mediana Amplitude

1 12 12 4,0cm
2 12 12 1,0cm
3 12 12 0,1 cm

Agora, fica claro que no primeiro dia a performance da
maquina estava muito ruim. No segundo dia melhorou bas-
tante, mas provavelmente ainda estava longe do esperado. A
amplitude de 1,0cm vem de desvios de pelo menos 0,5 cm
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em relagdo a média, o que ainda significa que estao sendo
produzidas tampas que ndo irdo encaixar bem nas caixas. Ja
no terceiro dia houve uma melhora consideravel, e é possivel
que uma erro de 0,1 cm nao seja algo significativo nesse tipo
de processo de fabricagao.

Veja que uma amplitude pequena garante que o desvio
méaximo em relagdo & média também foi pequeno. Assim,
amplitudes pequenas nos garantem conjuntos de dados mais
homogéneos.

Dicas para o Professor

Este material pode ser abordado em dois encontros de
50 minutos. Ele tem como pré-requisitos a familiaridade
com numeros decimais, razoes e proporgoes e .a conversao da
notacao fracionédria para a notagdo de porcentagem.
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