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1 Introducao

Nesta aula estudaremos as formulas resolventes para equacoes
polinomiais de segundo e de terceiro grau. Ou seja, expressoes
que nos permitem calcular de modo direto as raizes em funcao
dos coeficientes do polindémio.

2 Equacoes de segundo grau

Vamos revisar rapidamente como obter a féormula resolvente
de equagoes polinomiais de segundo grau. Esta férmula é
conhecida popularmente como “férmula de Bhaskara”. Na
verdade, ela foi apenas popularizada por Bhaskara, um ma-
temédtico Indu, no Século XII. Mas acredita-se ter sido desen-
volvida por um matemaético, também Indu, chamado Sridhara,
no Século X.

Para obter a férmula, basta usar o-método de completar
quadrados. Para uma introducdo mais detalhada ao método,
recomendamos a leitura do Médulo “Equagdes do Segundo
Grau” do Nono Ano do Ensino Fundamental. Aqui, vamos
apenas aplica-lo diretamente.

Considere uma equacdo de segundo grau escrita na forma
abaixo:

ax® 4 bx +c =0, (1)

onde a, b e ¢ sdo reais dados, sendo a # 0.
Como a # 0, podemos dividir ambos os lados de @ por a.
(Isso tornard mais facil completar quadrados.) Assim fazendo,

temos-que:
b c
z® + <) z+—-=0
a a
ou, ainda,
()
rrH+ |- |r=——
a a
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Para completar o trinémio quadrado perfeito do lado esquerdo,
2

basta somar %) Fazendo isso em ambos os lados (a fim
a

de nao alterar a equacio), obtemos sucessivamente:
b b\? (b)) ¢
2

2(— —) =(=) ==
v (2a)x+(2a> <2a) a’

L b o e

r+—) =———

2a 402  a’

1’+£ 2_b2—4ac
2a¢)  4a®

Para tornar esta expressdo mais curta, é costume denotar
o termo b? —4ac pela letra grega maitscula delta, cujo sifmbolo
é A. Assim, escrevemos

A =b* ~4ac. (2)

Esse valor de delta é também conhecido como o discri-
minante da equagdo do segundo grau (9). Com o auxilio do
mesmo, a equagao reduz-se agora a

(m+2ba>2:4§2. (3)

Como o lado esquerdo da equagao é nao negativo para
todo valor real de z, e como 4a? é sempre positivo, se o valor
de A for negativo, concluimos que nenhum valor de z ira
satisfazer a-equagdo . Sendo assim, nesse caso a equagao
original também nao terd solucao.

Agora, quando A > 0, podemos reescrever como

@+if:(ff, (1)

b VA b VA

Tt T 20 M T T T

de sorte que
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No primeiro caso obtém-se:

b+ VA
v 2a

ao passo que, no segundo, obtém-se
_—b—vVA
24

Para facilitar a memorizacao, os dois casos acima sdo-escritos
em uma unica linha com o sinal +. Observe que, quando
A = 0, esses dois valores coincidem.

Resumimos a discuss@o acima no quadro a seguir:

Se A > 0, as solugdes da equacao
az? + bz 4+ ¢ =0,
onde a # 0, podem ser obtidas pela formula:

b+ VA
r=——"-

conde A = b? — 4ac.
2a

Observacao 1. Jd vimos que a equa¢do nao possui solucoes
quando A < 0. Ou seja, a equagdo nao possui raizes reais.
Também conforme observamos acima, no caso em que A =
0 os dois valores obtidos para x serdo iguais, e a equac¢do
possui apenas wma solucao. Ainda nesse caso, dizemos que
a equagdo. possui uma raiz (real) dupla. Por fim, quando
A >0, a equagdo possui (exatamente) duas solug¢oes/raizes
reais distintas.

3 Equacoes de terceiro grau

3.1 Coeficiente quadratico nulo

Vamos agora encontrar um férmula para equagées de terceiro
grau. Comegaremos com o caso particular, limitando-se a
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resolver equacoes em que o coeficiente do termo quadratico é
igual a zero, para depois prosseguirmos para o caso geral.

Sem perda da generalidade, vamos assumir também que o
coeficiente de x2 é igual a 1. Ou seja, suponhamos que vocé
queira resolver uma equacao no seguinte formato:

® +pr+g=0. (5)

Entenda que p e ¢ sdo os coeficiente da equagao (cons-
tantes) e que x é nossa incognita. Assim, nosso objetivo é
separar x, escrevendo-o como uma fungdo direta das demais
varidveis. Vamos fazer um substituicdo a fim'de obter uma
nova equagao com inconigta u, fazendo:

p
T=u— —.

3u

Temos que

(o= ) e e

Usando o produto notdvel para expandir o cubo, temos:

3 2 p3 p2
32l g =0
(“ 3 * 9u2 27u3)+pu 30 "I

3
— g/ % =0,
u ﬂﬁ+1L wd%ww +4q

+q¢=0. (6)

27 3
Multiplicando a tltima equacdo por u> obtemos:

3

6 3_ P

U u’ — —

MY

em que p e g sdo conhecidos. Agora, temos uma equacao
bastante simples, que pode ser resolvida pela substituicao

u? = 2. Isso nos d4 a equacio de segundo grau na varidvel z:

:0,

pS
— == =0 7
2rg-b =0 (™)
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que pode ser resolvida pela féormula de Bhaskara. Temos que:

/ Ap3

A expressao acima pode ser simplificada para:

z =

2 3
u? = —% + (JZ + 12)—7, ou alternativamente,

(0RO}
2 2 3

Observe que, o lado direito estd todo em funcao de p e g
e ha dois possiveis valores para ele, a depender do sinal “+”
ser substituido por “+” ou “—". Veja ainda que, em cada
um destes dois casos, no universo dos complexos, existem 3
possivel valores de u que satisfazem a expressdo (as raizes
cibicas complexas do lado direito'da equagao). Encontrando
cada uma delas e substituindo na expressao r = u — 5-
obtemos os possiveis valores de z. Isso pode ser bastante
trabalhoso, pois no processo seria necessirio calcular 1/u.
Vamos usar uma estratégia para simplificar esses calculos.

Seja v = —p/(3u),; de modo que x = u+wv. J4 sabemos que
u? é uma das raizes da equacio e o produto de tais raizes

s

é —p3/27. Assim, a outra raiz desta equacio é justamente o
f— 3 s
nimero 5, que ¢ igual a v3. Logo, se

(e

"4+ .

e vice-versa (ou seja, quando usamos o sinal de “—" antes da
raiz quadrado da expressdao dada para u® usamos o sinal de
“+” na posicio analoga para v3). Como x = u + v, em ambos
os casos podemos escrever:

B S Y G S B B L
x—\/2+ 4+27+\/2 5 ar
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A férmula acima é conhecida como férmula de Cardano
e ja chegamos a utiliza-la e a contar histérias sobre ela no
Médulo “Numeros Complexos-Forma Algébrica” do Terceiro
Ano do Ensino Médio.

Apesar da expressao em si ndo ser tao dificil de memorizar,
utiliza-la ainda é algo bastante trabalhoso, pois é preciso
observar que cada uma das raizes ctibicas devem ser resolvidas
como raizes cubicas complexas. Assim, hd 3 possiveis valores
para cada uma delas, para um total de 9 possiveis solucoes.
Contudo, a equacdo original possui apenas 3 solugbes, de
modo que dentre essas 9 possibilidade algumas podem ser
invalidas (é necessério que toda solucao seja um desses 9
ntmeros, mas nem todos eles precisam ser solucdo). De
fato, para cada uma das raizes complexas do primeiroradical,
apenas uma das raizes complexas do segundo radical gera uma
solucdo vélida para a equagdo original (aquela que satisfaz
v=—p/(3u)). . )

No caso em que p e ¢ sdo reais e 4 + L= > 0 a férmula
pode ser bastante 1til para achar pelo menos um raiz real
(considerando as raizes cibicas reais). Em seguida, podemos
dividir o polindémio original por x — r onde r é a raiz encon-
trada, para encontrar as demais raizes. Lembre-se de que,
quando p e ¢ sdo reais a‘equacado sempre possui pelo menos
uma raiz real. >,

Porém, o nimero 4-+ 5= pode ser negativo (ou mesmo nao
real, no case.em que p ou ¢ ndo forem reais), o que faz com

que-—=2 44/ %2 + % seja um complexo nao real. Por outro
lado, e torna mais trabalhoso calcular suar rais ctbica. Na
pratica, acaba sendo mais conveniente buscar raizes usando
heuristicas, como temos feitos em médulos anteriores (como
o teste das raizes racionais, no caso de p e ¢ serem racionais);
ou mesmos usando métodos computacionais para encontrar

aproximagoes ou método baseados em Calculo (ndo estudados
aqui).
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3.2 Coeficiente quadratico nao nulo

Para resolver uma equagao de terceiro grau qualquer, vamos
usar uma mudanga de varidveis para reduzir o problema ao
caso da subsecao anterior.

Considere a equagao

az® +bx® +cr +d =0, (8)

em que a # 0. Dividindo ambos os lados por a, obtemeos:

d

b
x3+fx2+fx+720.
a a a

Ou seja, temos uma equacao no formato
3 2 _
=Sz +Tx— P=0. 9)

CUIDADQO: deliberadamente, usamos sinais alternados
nos coeficientes da expressao acima. Veja que, pelas relacoes
de Girard (veja o Mddulo Equacoes Algébricas-Propriedades
das Raizes), temos que S = f-g é a soma das raizes da
equacio x> — Sz? + Tax — P = 0 enquanto P é o produto
delas.

Mostraremos como-eliminar o termo —Sz? fazendo uma

mudanca de varidvel.-Vejamos como através de um exemplo.

Exemplo 2. Resolva a equagdo de terceiro grau
z3 — 622 4+ 4z + 1.

Solugdo. Pelas relagoes de Girard, temos que a soma das
raizes desta equagao é dada por:

Precisamos de uma mudanca de variavel que faga com que na
nova equagao o termo quadratico seja zero, ou seja, a soma
das raizes seja zero. Uma maneira de fazer isso é tomando:

z=x— 2.
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Isso porque 2 = 5/3, e a equagio possivel 3 rafzes complexas
(contando multiplicidades). Deste modo, ao subtrair 2 de cada
uma das raizes, reduzimos a soma das raizes em 6 unidades e
teremos uma equagao cuja soma das raizes é zero. Vejamos.
Como x = z + 2, temos:

(z+2)?—6(z+2)*+4(z+2)+1=0.
Expandindo as poténcias temos:
(23 4+ 622 +122 +8) — 6(2% + 42 +4) + 42 + 8+ 1'=0,
o que pode ser simplificado para
23 —82-T7=0.

Bem, para resolver esta equacdo, o mais simples seria usar
o teste das raizes racionais para concluir-que —1 é uma de
suas raizes. Depois, dividir por z4 1 e resolver uma equagao
de segundo grau, para concluir que os trés possiveis valores
de z sdo —1, % + @ e % ~ @. Para encontrar os valores
de x, basta somar 2 a cada um deses valores.

Mas se quisermos usar a férmula de Cardano, teriamos

que tomar p = —8 e ¢ = —7 e aplicar na férmula. Isso nos da
¢ 00 _19 8 _1323-2048 72
4 27 4 27 4-27 108

[T s [T i 2
V2 6 3 2 6 37

Simplificar a expressdo acima e ainda descobrir qual raiz
complexa do primeiro radical deve ser pareada com qual raiz
do segundo é bastante trabalhoso. Mas produziria como

resultado as mesmas 3 raizes encontradas anteriormente.
O

Usando a primeira parte do exemplo acima, fica claro que,
no caso geral de uma equagdo da forma

— S22 +Tx— P =0,
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basta fazer a substituicdo z = z + (S5/3). O resultado nos
garantird uma equacao de terceiro grau em z onde o coeficiente
de 22 é igual a zero. Independentemente de optarmos por
aplicar ou ndo a formula de Cardano, tal equagdo costuma
ser mais simples de resolver do que a equagao original.

Dicas para o Professor

Este material se propdes a apresentar de forma bastante di-
reta uma justificativa para a férmula de resolucao de equacoes
de segundo grau (Férmula de Bhaskara) afim de, em seguida,
chegar ao caso especial de equagoes de terceiro grau. O in-
tuito é chegar as férmula de maneira resolvente da equacao
de terceiro grau na aula seguinde, de‘uma maneira breve. E
dar exemplos de como aplicar tais férmula. Isso pode ser
feito rapidamente, em um ou dois, encontros de 50 minutos.

Ressaltamos que a parte sobre “completar quadrados” é
abordado de maneira bem mais ampla no Mdédulo “Equacées
do Segundo Grau” do Nono Ano do Ensino Fundamental,
comecando de casos mais simples e justificando a intuicao
por detras de cada operagao, dando a devida atencao que o
tema merece.

A referéncia [[1] contém uma discussdo relativamente com-
pleta e profunda sobre equagbes polinomiais. A referéncia
[2] é uma agradavel leitura, a qual contempla a histéria das
tentativas de se resolver equagoes polinomiais.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Volume 6:
Polinomios. SBM, Rio de Janeiro, 2016.

2. I. Stewart. Uma Historia da Simetria em Matemdtica.
Zahar, Rio de Janeiro, 2012.
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