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Nesta aula, faremos uma revisao das nogoes de fungao e
de imagem de uma funcao.

1 Definicao e exemplos de funcao

A nogao de fungdo ja foi introduzida no Mdédulo Funcdo
- Nogoes Bdasicas, do Nono Ano. Aconselhamos a leitura
desse moédulo para que se tenha uma introdugao mais in-
tuitiva do conceito de funcao. Aqui, faremos apenas uma
breve revisao da definicao de fungao, dando alguns exem-
plos.

Sejam dados dois conjuntos A e B, ambos nao vazios.
Uma funcgao com dominio A e contradominio B é uma
correspondéncia f que associa elementos do conjunto A a
elementos do conjunto B, de tal modo que que as duas
condigOes a seguir sejam satisfeitas:

(1) todo elemento a de A estd associado a um elemento b
de B;

(2) o elemento b € B associado ao elemento a € A ¢ dnico.

Usamos a notagao f : A — B para indicar que f é
uma funcao com dominio A e contradominio B. Também,
escrevemos b = f(a) para indicar que b é o tnico elemento
de B associado ao elemento a € A. Nesse caso, dizemos
que b é a imagem de a.

O conjunto

Im(f) ={be B|b= fla)},

formado por todos os elementos do contradominio B que
sao associados a algum elemento de A, é chamado imagem
da funcao f.

Exemplo 1. Uma correpondéncia que associa cada circulo
do plano a seu centro é uma funcao, porque todo circulo
tem um centro e esse centro € unico.

Exemplo 2. Uma correspondéncia-que associa a cada con-
junto formado por trés pontos do plano o baricentro do
triangulo que os tém por vértices nao ¢ funcdo. Isso
ocorre porque a suposta correspondéncia nao estd bem defi-
nida, pois, se 0§ trés pontos forem colineares, nao teremos
triangulo.

2 Funcao real de variavel real

Uma funcao f : A — B é dita real se B C R, ou seja,
se seu contradominio for um subconjunto do conjunto dos
numeros reais. Isso significa que a imagem da cada ele-
mento do dominio de f é um numero real. Dizemos ainda
que f tem variavel real se A C R, ou seja, se todo ele-
mento de seu dominio for um numero real.

Exemplo 3. A funcao f:7Z — Q, dada por f(n) =n/2, €
uma funcao real, pois seu contradominio, o conjunto Q
dos numeros racionais, estd contido no conjunto R dos
numeros reais. Ela também € uma funcdo de varidvel real,
pois seu dominio, o conjunto Z, dos numeros inteiros, estd
contido em R.

Exemplo 4. A funcdo que associa a cada retangulo do
plano sua drea € real mas nao tem variqvel real.-De fato,
seu dominio € formado pelo conjunto dos retangulos do
plano, que ndo estd contido em R.

Exemplo 5. A funcdo f que associa a cada nimero in-
teiro o conjunto de seus divisores positivos tem varidvel
real, pois seu dominio € formado por niumeros inteiros, os
quais sao todos reais. FEntretanto, ela nao € uma funcao
real, porque a imagem de cada elemento n-do dominio €
um conjunto, formado pelos divisores positivos de n. Por
exemplo, f(12) =11,2,3,4,6,12}.

Seja f uma fungao real de variavel real, tal que a ima-
gem f(z) de z é dada por uma férmula (por exemplo,
f(z) =+/x). Frequentemente; é interessante encontrarmos
o conjunto mais amplo possivel que possa servir de dominio
para f. Tal conjunto, ao qual chamaremos A, deve ser for-
mado por todos os nimeros reais x tais que f(x) seja um
numero real. Esse conjunto é chamado dominio maximal
da funcao f.

Em particular, se nao for necessario impor restrigoes a
x para que f(z) tenha sentido, entdo o dominio maximal
de f é todo o conjunto R dos reais.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 6. A funcio f : Z — R, dada por f(x) = 22,
a principio definida apenas para x inteiro. Contudo, ela
pode ser estendida a uma funcdo f : R — R que tenha a
mesma lei de formacao: f(z) = 2. De outra forma, nao
hd razdo para que restrinjamos o dominio de f, uma vez
que 2 tem sentido para todo x real. Assim, o dominio

maximal desta funcao é R.

Exemplo 7. Considere R} = {z € R | x > 0}, o con-
Junto dos nimeros reais positivos. A funcdo f : R} — R,
dada por f(x) = v/x, pode ser estendida para um conjunto
maior? E a fungdo g : R — R, dada por g(x) = % ?

Solugao. Em ambos os casos, 1/ aparece nas expressoes
que definem f(x). Portanto, para que as imagens sejam
nimeros reais,  ndo pode ser negativo. Por isso nao pode-
mos incluir nimeros reais negativos no dominio da fungao
f ou da funcao g.

Como f(0) = v/0 = 0 € R, podemos incluir 0 no dominio
da funcao f, ou seja, podemos estender a funcao para o
conjunto Ry = {& € R | > 0} dos niimeros reais nao
negativos.

No caso da funcao g, nao podemos defini-la em 0 pela
mesma férmula, porque substituindo x por 0 em % anula-

ria o denominador dessa fracao. Assim, o dominio R} de g
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nao pode ser estendido, ou seja, R} é o dominio maximal
da funcao g. O

3 Imagem de uma funcao real

Nesta secao, iremos estudar a imagem de algumas fungoes
reais de varidvel real que aparecem com frequéncia no es-
tudo de funcoes.

3.1 Imagem da funcao afim

Se a,b € R, a funcdo f : R — R, dada por f(z) =ax +b
é chamada funcao afim. Vamos investigar as possiveis
imagens de uma funcao afim.

Se a = 0, entdo a fungdo f é dada por f(z) = b, ou
seja, a fungao f é constante. Isso significa que b é o inico
numero real y tal que y = f(z) para algum = € R, ou seja,
Im(f) = {b}.

Se a # 0, vamos mostrar que Im(f) = R. Para tanto, se
Yo € R é um numero real arbitrario, precisamos mostrar
que é possivel encontrar zg € R tal que f(zg) = yo. Para
isso, basta resolvermos a equacao f(z) = yo, isto é,

axr + b = yo.
Como a # 0, temos

—b
ax+b:y0éax:y0—b:>x:y07,
a

Yo—b

e esse valor para xo realmente funciona, pois, se ==,

entao

-b
f(l"o):a'yoa +b=yo—b+b=yo.

Portanto

A imagem da funcao afim f : R — R, dada por
f(z) = ax +b é o conjunto unitério {b}, se a = 0, ou
R, se a # 0.

Observacao 8. E interessante notar que, mesmo que a seja
muito pequeno (prdzimorde zero) em mddulo, se a # 0 a
imagem da funcao cobre todo o conjunto R.

Exemplo 9. Na Figura [} vemos o grdfico da fungio f :
R — R, dada por f(x) = 0,01z + 2. Embora esse grdfico
pareca ser uma. reta “quase” horizontal, tomando valo-
res de x© muito grandes tornamos o nimero f(x) também
muito grande. Por exemplo, para que seja f(x) = 109,
basta tomarmos

106 -2
0,01

= 10® — 200 = 99999800.

Na mesma figura, para comparacdo, aparece uma Teta
horizontal pontilhada, passando pelo ponto (0,2).

Figura 1: o grifico da fungao dada por f(z) = 0,01z +2 e
a reta horizontal que passa pelo ponto (0, 2).

3.2 Imagem da funcao reciproca

Consideremos, agora, a func¢ao f : R — {0} = R, dada por
flx) = % Chamamos essa fun¢ao de fungao reciproca.
O nuimero 0 nao faz parte do dominio de f, pois o deno-
minador em 1/x ndo pode se anular.

Se yo € R —{0}, entao existe ¢ = y%; € R— {0} tal que
f(xo) = yo. Realmente,

fl@o) = L !

— =77 =Y
Zo 1/Z/o

Assim, todo nimero real diferente de zero pertence a ima-
gem da funcao reciproca.

Por outro lado, se existisse zo € R—{0} tal que f(zq) =
0, entao deveriamos ter % =0,ouseja, 1 =z9-0=0,
0 que nao pode ocorrer. Isso significa que o ntimero real
0 nao faz parte da imagem de f. Portanto, a imagem da

fungao reciproca é o conjunto R — {0}.

Figura 2: o grafico da fungéo reciproca, dada por f(x) =
1/x.

3.3 Imagem da funcao quadratica

Se a, b, ¢ € R sao numeros reais dados, com a # 0, a funcao
f:R — R, dada por

f(z) = az® + bx + ¢, (1)
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é chamada funcao quadratica. A exigéncia a # 0 é evi-
dente, pois, se a = 0, a funcao f passa a ser afim.
Como estamos supondo que a # 0, podemos escrever

b
f(x)=a<x2+x+c).
a a
Completando quadrados nessa tltima expressao, obtemos

f(x) a<$2+a$++

A 1ltima expressao acima, isto é,

b\? b2 —dac
(J? + 2a> — 74@2 ] i (2)

é conhecida como a forma canénica da funcao quadratica
. A expressao A = b% — 4ac é chamada discriminante
da fungao quadratica f.

Como o quadrado de um nimero real nzio pode ser ne-
gativo, temos (z + ) > 0. Somando
membros dessa desigualdade, segue que

(m+b>2—A>—A- 3)

flz)=a

—4 > a ambos 0s

2a 4a?2 —  4a2

Para obtermos a forma canoénica de f, devemos multi-
plicar por a # 0. Temos duas possiveis situagoes:

LAN_ A
= 9 4a2 ) 4a’

(a) Se a > 0, entao

(b) Se a < 0, entdo

BN ATl Ay A
2a 10| = ¢ 402 ) 4da’

Uma consequéncia inicial dos cédlculos acima é que, se
a >0, entdo a imagem da funcao quadrética dada em .
esté contida no intervalo [ 4a,+oo) Também, se a <0,
entao a imagem da fungao quadratica dada em esta
contida no intervalo ( — 00 A seguir, mostraremos

E,Jroo), se a >0,

fz) =

—ial
' 4da
que a imagem de f é precisamente [ —
A

e(—.c?o7 4a] se a < 0. ) i

Inicialmente, observamos que, se a > 0, entao a funcao
quadratica dada em tem valor minimo %, o qual
é atingido quando z = —%. Por outro lado, se a < 0,

a fungao quadratica dada em . ) tem um valor maximo

4(?, o qual é atingido quando z = — .

Sea>Oemey0€R,yg>f4—,
dayo + A > 0. (4)
De (2)), segue que a equacgao
f(@) =yo

é equivalente a

pr DY _w A day+A
2a a  4a? 492

Como 4a? é sempre positivoe, por 1I| o numerador 4ayo+
A também é positivo, a fracao aZ" é positiva, Entao, a
dltima igualdade acima equivale a

x+7 /4ay0—|—A \/4ay0+A

Assim, os niimeros reais,

- b Viaayy + A - b n Viaayo + A
T 1=—5-+ 0

2a 2a 2a 2a

sdo tais que f(zg) = f(x1) = yo. Isso significa que, se
a > 0, todo nimero real maior do que fé pertence a
imagem de f. Como f (f%) = 74%, esse nimero também
pertence & imagem de f.

A situacao no caso em que a < 0 é andloga e a discussao
acima se aplica quase que identicamente.

Tendo em vista o que fizemos até aqui, observamos que
a figura abaixo ilustra, tipicamente, o grafico de f(z) =
ax® + bx + c.

A __________
“a /‘\
_b
2a

| =

]
2

da

Figura 3: o grafico da fungao quadratica, nos casos a > 0
(esquerda) e a < 0 (direita).
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Resumindo, concluimos que a imagem de uma funcao
quadrética f(x) = az? + bz + ¢ é sempre um intervalo de
R. Mais precisamente:

(I) Sea > 0, aimagem da funcao quadritica dada
em é o intervalo [—%, —|—oo).

(IT) Se a < 0, aimagem da funcdo quadratica dada

em é o intervalo (—oo, %].

Vamos concluir este material com uma interpretagao
geométrica para o discriminante de uma equagao quadré-
tica.

Exemplo 10. Dentre todas as retas de equagdo x —y+c =
0, com ¢ € R, encontre aquela(s) tangente(s) ao circulo
(z—2)2+(y—3)?2=1.

Solugao. Escrevendo y = = + ¢ e substituindo esta ex-
pressao na equagao do circulo, obtemos uma equagao en-
volvendo apenas a incégnita x:

(x—22+(x+c—3)>*=1.

Desenvolvendo o primeiro membro, obtemos a equagao
quadrética

22° +2(c— 5z + (c—3)*+3=0. (5)

Evidentemente, essa equacgao depende do parametro c.
Cada escolha de ¢ corresponde a uma das retas do-feixe
de retas paralelas com equagoes x — y + ¢ = 0, ou seja, a
todas as retas tém uma s6 diregao, mas tém posigoes vari-
adas, as quais dependem do parametro ¢ (trés dessas retas
encontram-se esbocadas na Figura. Queremos descobrir
os possiveis valores de ¢ para que a reta correspondente
seja tangente ao circulo dado.

A caracterizacao de reta tangente a um circulo que nos
interessa € a seguinte: na equagao

(1) se A < 0, a equagao nao tem solugdes reais, logo, a
reta £ — y + ¢ = 0 nao tem pontos em comum com o
cifrculo (um exemplo tipico é a reta ¢ da Figura [4)).

(2) se A =0, a equagdo tem uma dnica solugao real (com
multiplicidade 2), logo, a reta * —y 4+ ¢ = 0 e o circulo
tém exatamente um ponto em comum, ou seja, a reta
é tangente ao circulo (uma de tais retas é a reta t da
Figura |4)).

(3) se A > 0, a equacdo tem duas solugbes reais, logo,
areta x —y+ c = 0 e o circulo tém dois pontos em
comum, e a reta é secante ao circulo (uma de tais retas
é a reta m da Figura [4)).

/

#

Figura 4: a retat é tangente ao circulo.

Assim, a condigao para que a reta seja tangente ao circu-
lo é que o discriminante

A=4(c—5)72—-8((c—3)?2+3)
da equagao seja igual a zero. Temos, entao, a equagao
4(c=5)2=8((c—3)2+3)=0
que, simplificada, é equivalente a
¢ —2c—1=0.

Logo, c =1 — V2 ou e =14 2 sao os valores de ¢ que
resolvem o problema. Voltando & equagao x —y + ¢ = 0,
concluimos que as retas dessa forma e tangentes ao circulo

séox—y—i—l—ﬁzOeaz—y—i—l—i—ﬁzO. O

Dicas para o Professor

O material desta aula pode ser coberto em dois ou trés
encontros de 50 minutos cada.

E aconselhdvel que, mesmo que a turma ja tenha certa
experiéncia com funcgoes, a aula sobre funcao do Mdédulo
Fungao - Nogoes Bdsicas, do Nono Ano, seja revista, ou
pelo menos consultada. L&, vocé encontrard exemplos mais
introdutorios e intuitivos de fungoes.

Vocé também pode explorar outras fungoes além das ex-
postas aqui. Uma rapida olhada nas aulas sobre funcoes
exponenciais a logaritmicas vai lhe dar informacgoes impor-
tantes sobre o dominio e a imagem dessas fungoes.

Outro exemplo interessante é a fungao real de varidvel
real f, dada por f(z) = z3. Essa fungdo é sobrejetiva, ou
seja, a sua imagem é todo o conjunto dos nimeros reais.
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Uma inspegao no grafico dessa fungao da uma ideia intui-
tiva desse fato, mas uma demonstragao rigorosa requer o
uso de um teorema importante do Calculo: o Teorema do
Valor Intermedidrio. Faremos mencao a esse problema em
aulas futuras.

As sugestoes de leitura a seguir contém mais material
sobre fungoes, em nivel de dificuldade variado.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. E. L. Lima et al. A Matemadtica do Ensino Médio, vol. 3.
Colegao do Professor de Matematica, Editora S.B.M., Rio
de Janeiro, 1998.

2. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, vol. 3.
Colegao do Professor de Matematica, Editora S.B.M., Rio
de Janeiro, 2012.
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