Material Teérico - Médulo de Introducao ao
Calculo - Funcoes Continuas

Continuidade em um Ponto - Parte |
Tépicos Adicionais

Autor: Tiago Caidla Ribeiro
Revisor: Prof. Antonio Caminha M. Neto

12 de Novembro de 2022

"7/ PORTAL DA
MATEMATICA

OBMEP



A fim de tratar adequadamente o conceito de fungéo
continua, comegaremos estudando, neste material, algumas
propriedades mais finas do conjunto R dos ntimeros reais.

1 Introducao
Um niamero real é o resultado da medida de uma grandeza.

A “defini¢do” acima confere ao conjunto R dos nimeros reais
o status de modelo numérico para medir. Ao mesmo tempo,
cabe perguntar o motivo pelo qual Q, o conjunto dos ntimeros
racionais, ndo é um modelo adequado para medir grandezas.
Afinal de contas,

sempre que utilizamos um instrumento para. medir uma
grandeza[l], o resultado é um nimero racional.

Antes de tudo, é necessario esclarecer os sentidos da palavra
“medir” nas frases acima: na-primeira, temos o sentido literal
(cf. [4], Cap. I); na segunda, “medir” significa “aproximar”.
Desse modo, vejamos um exemplo classico de um segmento
cuja medida nao pode ser expressa por um nimero racional.

Exemplo 1. A medida da hipotenusa de um triangulo retangulo
de catetos unitdrios € um numero irracional.

Solugao. De fato,se z é o comprimento da hipotenusa, vale
22 = 12 412 =2, pelo Teorema de Pitigoras. Se x fosse
um ndmero racional, digamos x = p/q, com p e ¢ inteiros
positivos, terfamos p?> = 2¢2. Mas hd um ntimero par de
fatores iguais a 2 em p?, ao passo que hd um ntmero impar
de fatores iguais a 2 em 2¢?, contradizendo a unicidade da
decomposicao de um numero natural em fatores primos. [

Muito embora Q néo sirva para medir, podemos aproximar
a medida de uma grandeza por nimeros racionais com o grau
de precisao que desejarmos. Mais precisamente, dados um
numero real a e uma estimativa de erro € > 0, arbitrarios,

IPor exemplo, uma régua para medir comprimentos.
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existe um namero racional r satisfazendo |a — r| < & (o erro
absoluto |a — r|, cometido ao aproximar a por r, é menor que
a estimativa € prescrita). Para demonstrar esse resultado,
vamos enunciar uma importante propriedade do conjunto dos
numeros reais:

Propriedade arquimediana - Se x e y sdo nimeros reais
positivos, existe um numero natural n tal que nx > y.

Em termos geométricos, a propriedade arquimediana prevé
o seguinte: dados dois segmentos AB e C'D (nos quais pensa-
mos como tendo comprimentos z e y), justapondo cépias de
AB a si mesmo um numero suficientemente grande de vezes
(n vezes, nas notagoes do enunciado da propriedade arquime-
diana), obteremos um segmento de comprimento maior que
o comprimento do segmento C'D.

A nossa primeira proposicao, ja comentada acima, é o
suporte tedrico do seguinte fato empirico: com intrumen-
tos de medi¢cao adequados, podemos obter boas aproximacdes
racionais da medida de uma grandeza. Mais ainda, teori-
camente falando, o erro da aproximagao pode ser tomado
arbitrariamente pequeno.

Proposicao 2. Dados os nimeros reais a e € > 0, existe um
nidmero racional r tal que |a —r| < .

Prova. Inicialmente, suponhamos a — ¢ > 0. Pela propri-
edade arquimediana, existe um ntmero natural n satisfa-
zendo n > % (tomez =1ley = 2%) Em particular, vale
% < 2¢ < a+ . Também pela propriedade arquimediana, o
conjunto A = {p € N| 2 > a + £} é ndo vazio (tome z = L
ey =a+e¢), de forma que A admite um menor elemento
m + 1 (perceba que 1 ¢ A). Como m néo é um elemento de
m

A, devemos ter 7 < a + ¢. Por outro lado, pela escolha do

natural n, temos

m m+1 1
—=———-——>(a+¢)—2=a—c¢,
n n n

de modo que 7 = ™ ¢ um ntmero racional do intervalo

(a —e,a+¢), ouseja, |a—r| <e.
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Agora, se a — ¢ é qualquer, tomamos um ntmero natural
k suficientemente grande para que se tenha (a + k) — e =
(a—€)+k>0 ﬂ Pelo caso ja tratado (tomando a + k
no lugar de a), existe um numero racional s satisfazendo
[(a + k) — s| < e. Logo, r = s — k é um ntimero racional tal
que |a —r| < &, como queriamos. O

Da discussao anterior surge a questao essencial: qual € a
propriedade do conjunto dos nimeros reais que permite utilizd-
los para medir grandezas? De outra forma, o que diferencia
R de Q7 No intuito de responder a essa pergunta, devemos
lembrar a identificagdo Z entre o conjunto dos ndmeros reais
e uma reta dada r (acompanhe na figura):

Fizado um ponto O na reta v, denominado origem,
associamos O ao numero real 0; se-x é um numero real
diferente de zero, associamos a_x o ponto. X da reta r

satisfazendo OX = |x|, de forma que X estd a direita (resp.
esquerda) de O se x € positivo (resp. negativo).

Figura 1: abaixo de alguns pontos da reta r temos os nimeros
reais que a eles se correspondem pela identificacdao Z.

2Mais uma vez, utilizamos aqui a propriedade arquimediana.
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Uma descricao matematicamente precisa da frase que
iniciou esta secdo, relativamente a grandeza comprimento, é: a
correspondéncia I : R — r, que associa a cada x € R o ponto
X € r, conforme descrito acima, é uma bijegc@o EI Assim,
todo ponto X da reta r tem uma (Gnica) abscissa x € R.
Essa identificagdo entre o conjunto R e a reta r nos permitira,
a partir de uma propriedade geométrica da reta, enunciar a
propriedade fundamental procurada do conjunto dos niimeros
reais (em resposta & pergunta que fizemos anteriormente).
Em verdade, na préxima secao estudaremos o azxioma de
continuidade da reta, postulado que, quando transcrito para
o conjunto dos ntmeros reais por meio da identificagdo Z,
nos dara a propriedade de completude de R.

Observe que a mesma correspodéncia Q > x + X €
r, agora restrita ao conjunto dos niimeros racionais, nao é
sobrejetiva: como vimos no exemplo |1}, a-abscissa do ponto
P € r, indicado na figura abaixo, é 0 nimero irracional v/2.

Figura 2: quando representamos os niimeros racionais na reta
r, sobram pontos.

3Na referéncia [1], essa afirmacgdo compde o chamado azioma da
régua infinita.
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2 O axioma de continuidade da reta

Na geometria euclidiana, retas sao objetos primitivos, isto é,
existem sem a necessidade de uma sentenca que os defina.
Isso é bem razoavel, pois, além dos objetos ao nosso redor
nos trazerem alguma experiéncia sobre o conceito de reta,
percebemos o quanto esse conceito é bdsico (justificando sua
escolha como objeto primitivo) pela dificuldade em defini-lo
por meio de conceitos mais simples, evitando autorreferéncias.
Por exemplo, na frase “uma reta é um conjunto infinito de
pontos alinhados”, uma tentativa de definir “reta”, temos
alguns problemas, dentre os quais a autorreferéncia “alinha-
dos”, ja que pontos alinhados sao pontos de uma reta!” Mesmo
se ignordssemos essa autorreferéncia, teriamos que dar conta
do seguinte contra-exemplo: se Z é o subconjunto da reta r
consistindo dos pontos cujas abscissas sao ntuneros inteiros,
entdo é evidente que Z nao é uma reta, muito embora Z seja
um conjunto infinito de pontos alinhados.

A questao, alguém diria, é que “entre dois pontos (distin-
tos) de uma reta, hd sempre um outro ponto”, propriedade
que o conjunto Z, definido no paragrafo anterior, ndo possui.
Bem, essa é mais uma va tentativa de captar o conceito de
reta. De fato, se Q é o subconjunto de r formado pelos pontos
de abscissas racionais, entdo entre dois pontos distintos de Q
ha sempre um outro ponto: se A,B € Q tém abscissas a e b,
respectivamente, entao o ponto médio M do segmento AB,
um ponto entre A e B, pertence a Q, uma vez que a abscissa
de M é o ntimero racional (a + b)/2. Além disso, Q é um
conjunto infinito de pontos alinhados que nao é uma reta.

Explicar a afirmacéo “Q ndo é uma reta” remonta & propri-
edade fundamental procurada de R — que falta ao conjunto
@ dos numeros racionais —, mas, agora, a partir de uma
perspectiva geométrica. Apesar da explicagdo intuitivamente
6bvia “faltam pontos em Q” (e.g., o ponto P na figura , a
evidéncia de tais auséncias deve ser formulada do ponto de
vista da reta racional Q. Para efeito de clareza, vejamos um
exemplo.

Exemplo 3. Considere os sequintes subconjuntos da reta
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racional (x € a abscissa do ponto X): A ={X € Q|z >
Deax?<2eB={XcQlr>0e2?2>2}. SeXcAe
Y € B, entdo x? < 2 < y? implica x < y, jd que T ey sdo
positivos. Assim, todo ponto de A estd d esquerda de cada
ponto de B. Porém, nao ha ponto algum de Q separando o
subconjunto A do subconjunto B, ou seja, ndo existe P € Q
com a propriedade “P estd entre X e Y7, para quaisquer
X eAeY € B. Com efeito, por argumentos posteriores, um
tal ponto P deveria ter abscissa /2, o que torna a pertinéncia
P € Q impossivel.

Figura 3: detectando um “buraco” na reta racional Q.

Pela nossa‘intuicao, esperamos que na reta r a situacgao
descrita no ‘exemplo anterior nao ocorra. Essa questao é o
tema do azioma da continuidade, postulado que enunciaremos
apos algumas definicoes.

Sejam X e ) subconjuntos distintos de uma reta r. Dire-
mos que X e ) estdo em ordem se nao houver nenhum ponto
de X entre dois pontos de ) e, da mesma forma, nao houver
nenhum ponto de ) entre dois pontos quaisquer de X.

Exemplo 4. Os subconjuntos A e B, definidos no exemplo 3,
estdo em ordem.

Exemplo 5. Seja I' a circunferéncia de centro em O e raio
R. Se A € um ponto interior a T’ e B é um ponto exterior a
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T, entdo os conjuntos X = {X € AB|OX <R} ey ={Y €
AB|OY > R} estio em ordem.

Antes de apresentar uma demonstracdo para o ultimo
exemplo acima, precisamos de um

Lema 6. O comprimento de uma ceviana interna de um
triangulo é menor que o maior dos comprimentos dos lados
adjacentes.

Prova. Relembremos o seguinte resultado (veja [2]; secdo
2.4), equivalente & desigualdade triangular: num tridngulo
qualquer, o maior lado opde-se ao maior angulo. Dessa forma,
seja OX1X2 um tridangulo e O X3 uma ceviana interna. Como
O0X3X; + OX3X; = 180° ndo hd perda de generalidade
em supor que OX3X; > 90°. Assim, Z0X3X; € o maior
angulo do tridangulo OX; X3, de sorte que, pelo resultado
citado anteriormente, OX; é o maior lado de OX;X3. Em
particular, OX; > OX3, o que prova o lema. O

Finalmente, podemos apresentar a

Prova do exemplo Primeiramente, observe que o resul-
tado é imediato caso a reta AB passe pelo centro O de T'.
Realmente, nesse caso, utilizando a identificagdo Z citada na
secdo anterior, conclui-se que AB corta I' num tnico ponto C,
de modo que X = AC'\ {C} e Y = CB\ {C}, estabelecendo
que X e ) estao em ordem.

Portanto, podemos supor que O ¢ /@ Assim, sejam
X1,X5 pontos de X' e X3 um ponto entre X; e Xo. Pelo lema
@ 0X3 < max{0X;,0X>} < R, de modo que X3 € X; em
particular, X3 ¢ ). Se, agora, o ponto Y3 estiver situado entre
os pontos Y7,Y5 de )V, podemos assumir que Y7 estd situado
entre A e Y3. Pelo lema anterior, R < OY; < max{0OA,0Y3},
de modo que OY3 > R (j4 que OA < R). Logo, Y3 € Y, de
onde segue que Y3 € X. Assim, X’ e ) estdo em ordem.

O

Se os subconjuntos X e ) da reta r estiverem em ordem,
diremos que o ponto P € r separa X e ) se, para quaisquer
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X e X\{P}eY € Y\ {P}, P estiver situado entre X e Y.
Equivalentemente, P separa X e ) se uma das semirretas de
r com origem P contiver X’ e a semirreta oposta contiver ).

Por exemplo, se C' é um ponto entre A e B, entdo C separa
os segmentos AC e C'B. Além disso, o ponto P indicado na
figura [2| (cuja abscissa é v/2), separa os conjuntos A e B
definidos no exemplo [3

Agora, estamos, em condig¢oes de enunciar o

Axioma da continuidade da reta. Se dois subconjuntos
nao vazios de uma reta estao em ordem, entao’existe um
ponto nessa reta que separa os subconjuntos dados.

3 Algumas aplicacoes

Com o axioma da continuidade, podemos provar o seguinte
resultado.

Proposicao 7. Todo segmento de reta que possui uma extremi-
dade dentro e a outra extremidade fora de uma circunferéncia
corta essa circunferéncia num_unico pontoﬁ

Prova. Se I' é a circunferéncia de centro em O e raio R, A é
um ponto interior a I' e B é um ponto exterior a I', comecemos
provando que a. AB QT tem no maximo um ponto. Com
efeito, se Q.¢ Q' fossem pontos distintos nessa intersecao,
com, digamos; Q" entre A e Q, entdo o lema |§| nos daria
R =0Q" < max{OA,0Q} = R, uma contradicio.

Por outro lado, vimos no exemplo [ que os conjuntos
X ={X € AB|OX < R} eY ={Y € AB|OY > R} estao
em ordem. Pelo axioma da continuidade, existe um ponto
P em AB separando X e ). Afirmamos que P € T', ou seja,

4Embora o enunciado da Proposicdo néo revele nada de surpreen-
dente, uma vez que a propriedade mencionada é facilmente intuida por
uma figura simples, o mérito da nossa discussdo reside na possibilidade
de demonstrar tais fatos (relacionados & nogdo de continuidade) com o
rigor adequado & geometria axiomdtica, entendendo a “figura no papel”
como um mero (e, por vezes, importante) elemento de evidéncia, e nunca
um elemento de prova.
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OP = R. Provaremos isso mostrando que as alternativas
“OP < R” e “OP > R” sdo impossiveis.

Suponhamos OP < R, de forma que ¢ := R — OP é um
nimero real positivo. Tomando um ponto P’ entre P e B
satisfazendo PP’ < ¢, a desigualdade triangular em OPP’ d4
OP' < OP + PP' < OP + ¢ = R, ou seja, P’ € X. Mas isso
é impossivel, pois entre P e B nao hé pontos de X (B € ).
Um argumento similar prova que a desigualdade OP > R
nao ocorre. Assim, ABNT = {P}, como querfamos. O

A partir da proposi¢do anterior, podemos demonstrar de
forma rigorosa a primeira proposicao do Livro I des Elementos
de Fuclides (vide [3]).

Proposicdo 8. E possivel construir (com régua e .compasso)
um triangulo equildtero de lado dado.

Prova. Se o segmento AB foi dado, construamos um ponto
C de tal forma que ABC' seja um triangulo equildtero. Para
tanto, basta tracarmos as circunferéncias I'4 e I'g, ambas de
raio AB e centradas em A e B, respectivamente; tomando C
como um dos pontos de intersecao dessas duas circunferéncias,
temos que ABC é equilatero.

Resta provar que o ponto C existe, de fato. Ora, pela
proposicao anterior, a mediatriz m de AB deve cortar I'4
num ponto C, digamos. Como BC = AC = AB, segue-se
que C € 'y 0 T'p, como desejado. O

Observacao 9. O leitor que ja tenha construido com régua
e compasso-a mediatriz de um segmento sabe que os pontos
que determinam essa mediatriz sdo os pontos de intersecao de
duas circunferéncias. Isso ndo deve gerar a impressao de que
apresentamos um argumento circular na prova da proposicao
anterior. De fato, o que utilizamos na verdade foi a existéncia
da perpendicular a uma reta por um ponto dado, fato que
pode ser estabelecido a partir do azioma do transferidor:
confira o capitulo III da referéncia [1].

http://matematica.obmep.org.br/ P.9
matematica@obmep.org.br



4 A completude de R

Vamos traduzir as nogoes acima definidas, no contexto de uma
reta r, para o conjunto dos niimero reais R. Primeiramente,
suponhamos que X e ), subconjuntos de r, estejam em
ordem. Se Z(X)=XeZ(Y)=)Y E|, afirmamos que x < y,
para todos x € X ey € Y, ouz > y, para todos z € X e
y € Y. Com efeito, observe inicialmente que o ponto C (de
abscissa c) estd situado entre os pontos A e B (de abscissas
a e b, respectivamente) se, e s6 se, a < ¢ < boua > ¢ > b.
Assim, como X # ), podemos supor que existem zg.€ X\ Y
e yo € Y tais que zg < yo (0 caso xg > yo € tratado de
forma similar). Desse modo, sejam x € X e y € Y quaisquer.
Se tivéssemos zp > y, haveria um ponto de X (aquele de
abscissa x) entre dois pontos de ) (aqueles de abscissas y
e Yo), 0 que nao é possivel. Portanto, vale xg < y. Se fosse
y < z, teriamos um ponto de ) entre dois pontos de X, fato
que mais uma vez contradiz a hipétese de que X' e ) estao
em ordem. Portanto, conclui-se que x < y, necessariamente.

Agora, se o ponto P, de abscissa p, separar os conjuntos
em ordem X e ), é evidente que z < p < y, para todos z € X
eyeY,oux>p>y,paratodosze X eyeY.

A discussdo acima nos permite enunciar a seguinte pro-
priedade fundamental do conjunto dos niimeros reais:

Completude de R. Se XY C R sao tais que x <y, para
todos ¢ € X ey €Y, entdo existe um numero real p satisfa-
zendo x < p <y, quaisquer que sejamx € X ey €Y.

Uma consequéncia importante da completude de R é o
seguinte resultado:

Teorema 10 (O principio dos intervalos encaixantes). Seja
([an,bn])nen uma sequéncia de intervalos (fechados e limita-
dos) satisfazendo as sequintes condigoes:

50u seja, X (resp. Y') é o subconjunto de R consistindo das abscissas
de pontos de X (resp. V).
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1. A sequéncia é encaixante, ou seja, [an,bn] D [@nt1,0n+1],
para cada natural n.

2. A sequéncia é colapsante, isto é, para cada nimero
real positivo €, existe ng € N tal que by, — an, <€ (0
comprimentos dos intervalos tendem a zero).

Entao, existe um unico numero real p satisfazendo a, < p <
by, para cada n € N (ou seja, N2 [an,bn] = {p}).

Prova. A 12 condi¢ao a respeito da sequéncia de intervalos
([an,bn]) pode ser reescrita como a, < ant1 < bag1 < by,
para todo nimero natural n. Dai é facil ver que, se m < n,
entao a,, < a, < b, < b,. Em particular, a, <b,,, para
quaisquer nimeros naturais m e n, pois, se k. = max{m,n},
temos a, < ar < b < b, o que implica a desigualdade
desejada.

Dessa forma, se X = {a,|n € N} é o conjunto dos
extremos inferiores e Y = {b, |n € N} é o conjunto dos
extremos superiores dos intervalos [ay,b,], a propriedade da
completude nos garante que existe p € R tal que a,, < p < by,
para todo natural n.

Agora s6 falta provar a unicidade, ou seja, se p’ é um
nimero real satisfazendo a, < p’ < b,, para cada natural
n, entdao p’ = p. Ora, suponhamos por contradigao que
se tenha p’ # p e definamos ¢ = |p — p’|/2, um ntmero
positivo. Pela 2 condigdo relacionada & sequéncia ([ay,b,]),
existe um natural ng satisfazendo b,, — an, < €. Por outro
lado, como p,p/ € [ang,bn,], concluimos as desigualdades
e < |p—p'| < bpy —an, <&, as quais nos déo o absurdo € < .
O teorema esta demonstrado. O

Observacdo 11. O principio dos intervalos encaixantes de-
clara que um numero real fica univocamente determinado a
partir de sequéncias de aproximagdes por falta (os a,’s) e
por excesso (os b,’s). Por exemplo, se a, e b, sdo, respec-
tivamente, as 4reas dos poligonos regulares de 27! lados,
respectivamente inscrito e circunscrito no circulo unitario,
entdo a sequéncia ([an,bn])nen € encaixante e colapsante: veja
a se¢do 5.3 da referéncia [2]. Pelo teorema anterior, hd um
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unico ntmero real, denotado 7, em cada intervalo [ay,b,].
Por defini¢do, 7 é a area do circulo unitario.

Observacao 12. O principio dos intervalos encaixantes tam-
bém costuma ser enunciado sem a 22 condi¢ao no teorema
. Mais precisamente, tem-se, agora, apenas uma sequéncia
encaixante ([an,by,]) de intervalos, e a conclusdo é que existe
um numero real p (ndo necessariamente tnico) tal que a, <
p < by, para cada natural n. A demonstracido dessa versao
segue dos dois primeiros pardgrafos da prova do teorema .

Utilizaremos a observacao anterior no préximo

Exemplo 13. Dada uma func¢do qualquer f+N = R, prove
que f nao € sobrejetiva.

Prova. Escrevendo z, = f(n), precisamos.mostrar que
existe um numero real p satisfazendo p # x,, para cada n
natural. Vamos comecar tomando um. intervalo que nao con-
tenha x1, por exemplo, [a1,b1] coma; = a1 +1e by =z +2.
A ideia, agora, é produzir uma sequéncia encaixante de in-
tervalos ([an,bn])nen ndo degenerados (isto é, que ndo se
reduzam a um ponto) de modo que, para cada n natural, z,
nao pertenga ao intervalo [ay,by].

Suponha, por hipétese de indugdo, que os n primeiros
intervalos [a1,b1] D {.0D [an,by] j4 foram definidos de tal
forma que z; &[a;b;], para cada 1 < i < n. Para definir
[@n+1,bn+1]; analisaremos dois casos:

19- 241 & [an,by]: sendo esse o caso, pomos [an11,0n41] =
[anbn;

29 - Zp11 € [an,bp]: como 41 ndo pode ser simultaneamente

igual a a, e b,, podemos supor, sem perda de generalidade,
~ n +bn

que Tp41 < by,. Entdo, pomos [an+1,bp+1] = [%,bn].

Em qualquer caso, vale Zp41 € [ant1,0n41] C [an,bn] € a
defini¢do indutiva da sequéncia ([an,bn])nen €std completa,
de sorte que

Tn & [an,bn], VN € N. (1)
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Pela observagao [12] existe um nimero real p tal que

P € [an;bn], (2)

para cada n natural. Pelas relagoes e , conclui-se que
p # xp, para todo n. Assim, p € Im(f), de sorte que f nao é
sobrejetiva. O

Uma forma 1til do principio [I0] consiste do chamado
método das bisse¢oes sucessivas. Nesse contexto, temos uma
sequéncia de intervalos ([a,bn])nen, sendo cada [a,41,bp+1]
uma metade de [ay,,by] é E claro que a sequéncia ([ay,by]) ¢
encaixante. Ela também é colapsante, pois, como ¢é fécil de
verificar por inducdo, b, — a, = (by — a1)/2" %, para todo
n € N. Assim, dado ¢ > 0, a propriedade arquimediana nos
garante a existéncia de um ntmero natural ng satisfazendo
noe > by —aj;. Como ng < 2"~ 1 vem-que b,, — ap, =
(b1 — al)/Z"O_l < (bl — al)/no < €.

Exemplo 14. Seja f : [a,b] — [a,b] uma fun¢do mondtona
ndo decrescente, isto é, tallque a < x <y <b= f(z) < f(y).
Mostre que f admite um ponto fixo ¢ € [a,b], ou seja, tal que

fle)=c.

Prova. Intuitivamente, a ideia é simples: se uma curva plana
C passa pelos pontos P-e (Q de modo que P nao esta abaixo
da diagonal d :'x =y e @) ndo esta acima da diagonal d, entao
essa curva C passa por algum ponto da diagonal d.

Perceba que; como a < f(a) e f(b) <b,

o extremo-a esquerda do grifico de f ndo estd abaizo da
diagonal d, ao passo o extremo a direita desse grdﬁcom nao
estd acima da diagonal d.

Produziremos bisse¢bes sucessivas do intervalo [a1,b1] := [a,b]
de tal modo que, sobre cada metade escolhida, o grafico de f
satisfaca o enunciado acima. Ao fazé-lo, estaremos “cercando”
um ponto fixo de f.

6Se I = [c,d], as metades de I sdo os intervalos [c,(c + d)/2] e
[(c+d)/2,d].

"Esses pontos extremos sio, respectivamente, (a,f(a)) e (b,f(b)).
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Pois bem, supondo que os intervalos [a1,b1] D ... D [an,by]
jé foram definidos (por bissec¢oes) de forma que a; < f(a;) e
f(b;) < b;, para cada i = 1,...,n, temos dois casos a conside-
rar:

12 - f((an +,)/2) < (an + by)/2.
2° - f((an +bn)/2) > (an +bn)/2.

No primeiro caso, tomamos [ay+1,bn41] como a primeira me-
tade [an,(an + by)/2] do intervalo [ay,,b,] e, no segundo caso,
[@n+1,bn41] serd definido como a segunda metade, [(a, +
bn)/2,b,]. Em qualquer caso, tem-se a,y1 < f(any1) €
f(bpt1) < by, completando a definigdo indutiva da sequéncia

([ambn])'

Agora, por construcgio, temos

seja qual for o ntimero natural n. Pelo principio dos inter-
valo encaixantes, existe um unico nimero real ¢ satisfazendo
an < ¢ < by, para todo n. Pela monotonicidade da funcéo f,
seguem as desigualdades f(a,) < f(c) < f(bn) 0 que, junta-
mente com as relagoes , da a, < f(c) < by, para cada n.
Por unicidade, concluimos a igualdade desejada, f(¢) =c. O

Dicas para o Professor

E possivel cobrir a se¢do 4 deste material, partindo da
propriedade da completude de R, num encontro de 50min.
Nesse resumo, sugerimos que as ideias dos resultados dessa
segdo sejam explicadas, as demonstracoes omitidas (num pri-
meiro momento) e os exemplos [13| e [L4] tratados em detalhes.
Naturalmente, essa é uma opg¢ao que sacrifica a motivacao
geométrica apresentada em beneficio do tempo. Todavia, em
trés sessdes de 50min, o Professor poderd explorar a proprie-
dade da completude de um ponto de vista mais geométrico,
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passeando por todas as seges do texto, perfazendo um cami-
nho mais longo, mas, provavelmente, mais instrutivo.

Apresentaremos outras formas da completude de R e mais
aplicacoes na 22 parte dessa aula.
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