Material Tedrico - Médulo Sistemas de
Numeracao e Paridade

Sistemas de Numeracao - Parte Il
Tépicos Adicionais

Autor: Ulisses Lima Parente
Revisor: Prof. Antonio Caminha M. Neto

30 de dezembro de 2021

"7/ PORTAL DA
MATEMATICA

OBMEP



Neste material, apresentamos exemplos diversos sobre
sistemas de numeracao.

1 Exemplos

Exemplo 1. Complete a tabela abaizo, em que o termo que
estd na interse¢do da linha i com a coluna j € dado pelo
produto i - j, escrito na base 5.

01| 2 |34

11

SN UV N I )

Por exemplo, o termo que estd na interse¢ao da linha 3 com
a coluna 2 € o produto de 3 por 2 escrito na base 5. De fato,
3:2=6e6=1-5+1, ou seja, (6)19 = (11)5.

Solugao. Temos que 0:0=0,0-1=1-0=0,0-2=2-0=0,
0:3=3:-0=0e0-4=4-0=0;1-1=1,1-2=2-1=2,
1-3=3.-1=3,1-4=4-1=4;2-2=4,2-3=3-2=6¢
2.4=4-2=%8;3:3=9e3-4=4-3=12;4-4=16. Mas

8§=1-5+43,

9=1-5+4,

12=2-5+2
e

16=3-5+1.
Assim, completando a tabela, obtemos

O
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Exemplo 2. Existe base n na qual as igualdades abaizo sejam
stmultaneamente verdadeiras?

3+4=10
3-4=15

Solugao. Como o maior dos algarismos-envolvidos nas igual-
dades é 5, a primeira tentativa seria n. = 6. Entretanto,
34+4=TeT7=1-6+1, ouseja, (7)o = (11)g. Logo, a
primeira igualdade nao é satisfeita. Fazendo n = 7, obtemos
3+4=T7Te7=1-7T40;3-4=12e 12=1-7+ 5. Portanto,

3+4+4=27=(10);
3. 4=12=(15);

O

Exemplo 3. Eziste-base n na qual as igualdades abaizo sejam
simultaneamente verdadeiras?

24+3=25

2-3=11
Solugao. Novamente, a primeira tentativa seria n = 6. Mas,
neste caso, terfamos 2-3 = 6 e (6)10 = (10)g. Portanto, a
segunda equacao nao seria verdadeira. Para qualquer outra
base n > 6, temos que 2-3 =6 ¢ (6)19 = (6)y, logo, a segunda
equacao também nao é verdadeira. Assim, concluimos que

nao existe base n na qual as equagdes sejam simultaneamente
verdadeiras. O
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Exemplo 4. Em qual base foram feitos os cdlculos abaizo?

+
e e V)
N @ W
o 9
[\

Solugao. Como o maior dos algarismos envolvidos nos célculos
é 6, a nossa primeira tentativa sera a base 7. De fato; pen-

sando os calculos nessa base, temos & = 1, pois essa ¢ a inica

possibilidade para & + 2 = 3. Agora, veja que 5+4 =9 e

(9)10 = (12)7, pOiS 9=1-7+ 2, LOgO7

1
[ )
6
4

+
I I )
N | W
DN | B O
W N =

Dai, 1+ #+6 = (14); =1-7+4 = (11)10, 0 que implica
& = 4. Assim, obtemos

1 1
2 3 4 5 1
+ 1 6 6 4 2
4 2 4 2 3

Desse modo, 1 +3 + 4 = (12); =1-7+4 2 = (9)19, donde

obtemos ¢ = 5. Portanto, O
1 1 1
2 3 4 5 1
+ 1 5 6 4 2
4 2 4 2 3
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Exemplo 5. Mostre que a representagio de (102012)3 na base
10 é um numero par.

Solugao. Temos que

(102012)3 =1-3°+0-3*+2-33+0-3* +1-3+2
=243 +2-27+ 342
= (302)10.

Logo, a representacao de (102012)5 na base 10 é um ndmero
par. O

Observacdo 6. No exemplo [5, tivemos de encontrar a repre-
sentagdo de (102012)3 na base 10 para verificar que que essa
representacdo € realmente um nidmero par. Alternativamente,
veja que se n é um numero natural, entdo 3" claramente um
ndmero impar, pois € o produto de n fatores iguais a 3. Assim,
32 =2ks+1,3* =2k +1, 32 =2ks +1.e3%2=2ky + 1. Dai,

(102012)3 =1-3°+2-3* 4 1-3 +2
=1-(2ks+1)+0-(2ks +1) +2- (2ks + 1)
+0-(2k2+1)+1-(2k1+1)+2
= 2ks +4kg +2k; + (1+0+2+0+1+2)
=2 (ks +2k3+Fk)+(14+0+24+0+1+2)
=29+ (1+0+2+0+1+2).

Assim, como 2q € par, a representacdo de (102012)3 na base
10 é-um numero par se, e somente se, a soma dos algarismos
1404240+ 14+2¢épar. Comol4+0+2+0+1+2=6,
concluimos que a representagio de (102012)3 na base 10 é
par. O argumento que utilizamos aqui pode ser aplicado a
qualquer representa¢do na base 3. De fato, a representa¢do
de (aras...an)s, a; €Z, < a; <2,Vi € {1,2,...,n}, na base
decimal € par se, e somente se, a1 + as + ...+ a, € par.

Exemplo 7 (Colégio Naval). Um livro de 200 pdginas foi
reenumerado no sistema de numeracdo de base 8. O nimero
de algarismos que foram utilizadas (na base decimal) para
reenumerar as pdginas desse livro é:
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(a) 520.
(b)
(c)
(d)
(e)

525.

(W1
o

30.
535.
e) 540.

Solugao. Dividindo sucessivamente 200 por 8, encontramos

2008
40[25
0
(§]
258
13

Logo, (200)1p = (310)s. Desse modo, 0 ntimero da tltima
pagina é 310. Agora, para contar a quantidade de algarismos
utilizados para reenumerar todas as paginas, vamos separar
os nimeros por quantidade de algarismos.

e As paginas de 1 até 7 s@o numeradas com ntmeros de 1
algarismo, totalizando 7 algarismos.

e As péaginas-de 10 até 77 sdo formadas por nimeros de
2 algarismos. Para calcular a quantidade de algarismos
utilizados para reenumerar essas paginas, basta encontrar a
quantidade de paginas e multiplicar essa quantidade por 2,
pois cada pagina foi reenumerada com um nimero de dois
algarismos. Agora, para saber a quantidade de péginas,
basta utilizar o principio multiplicativo. Com efeito, o
algarismo da esquerda (segunda ordem) pode ser esclhido
de 7 modos, pois nao pode ser igual a zero, e o da direita
(primeira ordem) pode ser escolhido de 8 modos. Logo, o
total de paginas que foram reenumeradas com ndmeros de
2 algarismos é 7 -8 = 56 e o total de algarismos utilizados
nessas paginas é 56 - 2 = 112.
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e Como o total de paginas é 200, a quantidade de paginas
que foram reenumeradas com ntumeros de 3 algarimos é
200—(7+56) = 200—63 = 137. Assim, o total de algarimos
que foram utilizados para reenumerar essas paginas é 137 -
3 =411.

Concluimos que o total de algarismos utilizados para reenu-
merar as paginas do livro é

7+ 112 4 411 = 530.
Portanto, a alternativa correta é a da letra (c). O
Exemplo 8. Se (zyzy), = 1300, qual o valor de x+ y+n?
(a)
(0)
(©)
(d)
()

13.

o S
S o

e) 17.

Solugao. Como (zyzy), = 1300, temos

zn® +yn® + zn 4 y = 1300 <= n?(zn +y) + zn +y = 1300
> (n* 4 1)(an +y) = 1300.

Agora, uma vez que n? + 1 e zn + y sdo inteiros positivos,
o0s dois sao divisores de 1300 cujo produto é igual a 1300.
Assim, notando que 1300 = 2% - 52 . 13 as possibilidades
para o par {n? + 1,2n + y} sdo {1,1300}, {2,650}, {4,325},
{5,260}, {10,130}, {13,100}, {20,65}, {25,52}, {26,50}. Desse
modo, como n? + 1 é o sucessor de um quadrado perfeito, as
tinicas possibilidades vidveis sio n? +1 =5 e zn +y = 260;
nP+1=10ean+y=130;en’>+1=65ea2n+y = 20.
As duas primeiras possibilidades, n = 2 e n = 3, revelam-se
inviaveis pois no primeiro caso devemos ter 2z + y = 260,
0 <uz,y <2, enosegundo 3z+y = 130, 0 < z,y < 3. As duas
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equacdes nio possuem solucdo. Por outro lado, n? 4+ 1 = 65
e zn+y = 20 implica n = 8, v = 2 e y = 4. Portanto,
x4y +n =14 e a alternativa correta é a da letra (b). O

Exemplo 9 (Olimpiada do Canadé). O mimero N é um inteiro
que possut representacdo na base b igual a 777, ou seja, N =
(777)p. Calcule o menor valor de b tal que N € uma quarta
poténcia perfeita.

Solugao. Temos que
N=7?+Tb+7=70b%+b+1).

Por outro lado, se N é uma quarta poténcia perfeita, deve
existir @ € Z tal que N = a*. Dali,

70 +b+1) =a’.

Desse modo, obtemos 7 | a* e, uma vez que 7 é primo, 7 | a.
Assim, 7% | a%, logo, N = a* >.7%. Agora, se existir b inteiro
positivo tal que 7(b?+-b+1) = 74, entdo esse serd o menor valor
de b tal que N é uma quarta poténcia perfeita. Afirmamos
que existe b inteiro positivo tal que 7(b?> + b+ 1) = 7. De
fato, resolvendo a equacdo do segundo grau 7(b*> +b+1) = 74
obtemos

TV +b+ )= = +b+1=7
= b2 4+b—-342=0
<= b=18 ou b = —19.

Portanto, como b deve ser positivo, 18 é o menor valor de b
tal que’ N é uma quarta poténcia perfeita. O

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas duas sessoes de 50min
para expor o conteido deste material. Sugerimos aos profes-
sores que apresentem os exemplos com todos os detalhes e
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proponham exemplos adicionais aos alunos, sempre dando
algum tempo para que eles tentem encontrar as solugoes
por conta prépria. Ao expor o exemplo [5], explique que o
argumento é generalizdvel para uma base n qualquer.

http://matematica.obmep.org.br/ P.8
matematica@obmep.org.br



	Exemplos

