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1 Angulos

Uma regido R do plano é convexa se, dados quaisquer dois
pontos A, B € R, tivermos AB C R. Caso existam pon-
tos A,B € R tais que o segmento de reta AB nio esteja
inteiramente contido em R, diremos que a regido R é nao
convexa. Na figura abaixo, temos uma regiao convexa. &
esquerda e uma regiao nao convexa a direita.

Figura 1: regides convexa e ndo convexa.

No plano, duas semirretas OZ e Oﬁ, de mesma origem
O e nado opostas, determinam duas regides, exatamente uma
das quais é convexa. Definimos o &ngulo (ou angulo con-
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Figura 2: um angulo ZAOB no plano.

vexo) ZAOB como a regido convexa do plano delimitada
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por O_1>4 e O? O ponto O é denominado o vértice e as
semirretas (74 e OB séo os lados do dngulo ZAOB.

Se OA e @ forem semirretas opostas, entdo as regides
em que o plano fica dividido por @}1 e OB sao os dois se-

miplanos definidos pela reta AB. Nesse caso, em principio
o dngulo ZAOB poderia ser definido como uma qualquer
dessas duas regides. Porém, se quisermos evitar ambiguida-
des, podemos marcar um ponto adicional X em um dos dois

semiplanos determinados por jﬁl—B> e referirmo-nos ao dangulo
ZAOB que contém o ponto X.

Ainda no contexto de um dngulo ZAO B, trace um circulo
qualquer A (lé-se Ldmbda) de centro O e o divida em 360
arcos iguais. Se os pontos A e B forem as extremidades de
um desses 360 arcos, dizemos que a medida de. LAOB é um
grau, e denotamos R

AOB =1°.

Como um angulo de 1° corresponde a um arco que mede 31%

do circulo A, temos que o circulo completo corresponde a
360°. Assim (acompanhe na figura [3)), se o comprimento de
um arco AB for % do comprimento de A, a medida de ZAOB
sera 1

AOB = 3 360° = 45°.

Figura 3: um angulo ZAOB de 45°.
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Se o comprimento do arco AB for % do comprimento
do cfrculo completo, teremos um angulo ZAOB cuja medida
vale AOB = i-360O = 90°. Um angulo que mede 90° também
é chamado de angulo reto.

B

]
b

Figura 4: um angulo ZAQB: reto.

Seguindo o mesmo raciocinio aplicado nos dois casos aci-
ma, se o segmento de reta AB é um didmetro de A, entéo,
tendo em vista que os extremos de um didmetro dividem o
circulo em dois arcos de mesmo comprimento, concluimos
que o angulo ZAOB mede % -360° = 180°. Um angulo que
mede 180° é chamado de dngulo raso.

Figura 5: um angulo raso.
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Dizemos que dois 4ngulos sdo congruentes (ou iguais)
se suas medidas forem iguais.

Doravante, sempre que for conveniente, utilizaremos as
letras gregas mintsculas « (16-se alfa), 8 (1&-se beta), v (16-se
gama), 0 (1é-se téta), etc para representar medidas de angu-
los. .

Um angulo ZAOB de medida AOB = « ¢é dito agudo
se 0 < a < 90° e obtuso se 90° < a < 180°. As ﬁguras@ e
ilustram angulos ZAOB que sdo respectivamente agudo e
obtuso.

Figura 6: um dngulo ZAOB agudo.

Figura 7: um angulo ZAOB obtuso.
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2 Angulos consecutivos, adjacentes,
complementares e suplementares.
Dizemos que dois angulos sdo consecutivos se possuem um

lado em comum. Por exemplo, na figura[§] os 4ngulos ZAOB
e ZBOC sao consecutivos.

B

Figura 8: os angulos ZAOB e ZBOC sio consecutivos.

Observe, contudo, os angulos ZAOB e ZBOC da fi-
gura apesar de serem consecutivos, ndo possuem ape-
nas uma semirreta em comum. De fato, neste caso, temos
/BOC C ZAOB-. Quando dois angulos consecutivos possui-
rem apenas uma semirreta em comum, eles serdao chamados
de angulos adjacentes. - Assim, por exemplo, os angulos
ZAOC e ZBOC da figura[d]sdo (consecutivos e) adjacentes.

A

B

Figura 9: os dngulos LZAOC e ZBOC sao adjacentes.

Dois angulos de medidas « e § sdo complementares se
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a4+ = 90° e suplementares se a+ 3 = 180°. Em palavras,
a soma das medidas de dois &ngulos complementares é igual a
medida de um angulo reto, ao passo que a soma das medidas
de dois angulos suplementares é igual & medida de um angulo
raso.

Na figura os angulos adjacentes ZAOB e ZBOC sao,
claramente, complementares.

@) c

Figura 10: dngulos adjacentes complementares.

Por outro lado, a figura [11| mostra dngulos (também ad-
jacentes) ZAOB e /BOC que sdo suplementares.

B
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Figura 11: dngulos adjacentes suplementares.

3 Angulos opostos pelo vértice, bis-
setriz de um angulo

Dois dngulos ZAOB e ZCOD, que possuem o mesmo vértice
O, sao opostos pelo vértice (abreviamos OPV) se seus
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lados forem pares de semirretas opostas. Assim, os dngulos
— —

/ZAOB e ZCOD da ﬁgura haja vista que OA e OC séo
semirretas opostas, o mesmo ocorrendo com as semirretas

— —
OB e OD.

Figura 12: dngulos opostos pelo vértice.

Observando a figura concluimos que, uma vez que as

semirretas OA e OC sdo opostas, o angulo ZAOC' é raso.
Desse modo, os dngulos adjacentes ZAOD e ZDOC sao su-
plementares, ou seja,

v+ B = 180°.

De modo andalogo, os-angulos adjacentes ZDOA e LAOB
também sao suplementares, de forma que

v+ a=180°.
Em particular, concluimos que v+ 8 = v + « e, entdo, que
8 =a.

Analogamente, como ZAOD e /BOC também sdo OPV,
temos v = 6.

Em palavras, mostramos a seguinte propriedade impor-
tante de angulos OPV:

angulos OPYV possuem medidas iguais.
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A bissetriz de um angulo ZAOB é a semirreta O? que
divide ZAOB em dois dngulos de medidas iguais. Nas no-
tagbes da figura supondo que AOC = BOC = «, temos

—

que OC ¢ a bissetriz de ZAOB.

Figura 13: a bissetriz do angulo-ZAOB.

O exemplo a seguir relacionaas bissetrizes de dois dngulos
opostos pelo vértice.

Exemplo 1. Mostre que as bissetrizes de dois angulos opostos
pelo vértice sdGo semirretas opostas.

— —
Prova. Nas notacées da ﬁgura sejam OX e OY as bis-
setrizes dos angulos opostos pelo vértice ZAOB e ZCOD
(observe que tal figura ja utiliza a igualdade das medidas de
angulos OPV).

Figura 14: bissetrizes de dois 4ngulos OPV.
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Entao, por um lado, temos
XOA+ AOD + DOY = a +~+a = 2a + 7.

Por outro, temos claramente 4« 4 2y = 360°, de forma que
2a + T= 180O Entao, ZXOY é um angulo raso, de forma

que OX e OY sao, realmente, semirretas opostas. ]

Dicas para o Professor

Recomendamos que seja utilizada uma sessao de 50min
para a primeira se¢do que compoe esse material, € uma se-
¢do adicional de 50min para as outras duas se¢oes. Na se-
¢ao|ll procure destacar os conceitos-de regido convexa e nao
convexa, para que o conceito de angulo convexo seja bem
entendido. Na secao [2] utilize desenhos para ilustrar que a
unido de dois dngulos adjacentes e complementares forma um
angulo reto, enquanto a unido de dois dngulos adjacentes e
suplementares forma um &ngulo raso. Finalmente, na se¢ao
é muito importante que os alunos compreendam que an-
gulos opostos pelo vértice tém a mesma medida. Esse fato
serd utilizado varias vezes em aulas posteriores.
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