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Esta terceira parte da aula “Resolugao de Exercicios” é
devotada ao estudo de mais alguns graficos de fungoes ele-
mentares importantes.

No Lema 10 do material “Nocoes Bésicas - Parte 4”7 deste
modulo discutimos o gréafico da funcao identidade Idg : R —
R, tal que Idr(z) = «, para todo z € R. Conforme vimos
14, tal grafico consiste dos pares ordenados da forma (a,a),
com ¢ variando em R, e, geometricamente, é a bissetriz dos
quadrantes impares. Nos o reproduzimos a seguir:

Graf(Idg)

Figura 1: grafico da funcao identidade Idg.

Uma pequena modificacao da discussao que levou ao gra-
fico da funcao identidade Idg nos permitird analisar o préximo

Exemplo 1. Construa o grifico da fun¢ao f: R — R tal que
f(x) = —=x, para todo x € R.

Solugao. Como para toda fungao, temos
Graf(f) = {(a, f(a)); a € R}
={(a,—a); a € R}.

Agora, veja que, no plano cartesiano, os pontos (a,a) e
(a, —a) sdo simétricos em relagao ao eixo das abscissas. Isso
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significa que a reta que passa por esses dois pontos é perpen-
dicular ao eixo das abscissas e que seu ponto de intersegao
com tal eixo, o ponto (a,0), é o ponto médio do segmento
que une os pontos (a,a) e (a, —a). Veja a figura a seguir:

(0,a) ¢=--=-(a,a)

Portanto, os pontos do grafico de f (os pontos (a, —a),
com a variando em R) sdo os simétricos dos pontos do grafico
de Idg (os pontos (a,a), com a variando em R) em relagao
ao eixo das abscissas.

Isso garante que o grafico de f é a reta simétrica a bisse-
triz dos quadrantes impares em relagao ao eixo das abscissas.
Evidentemente, tal reta é a bissetriz do angulo formado pelo
semieixo positivo das abscissas e pelo semieixo negativo das
ordenadas (assim como do angulo formado pelo semieixo ne-
gativo das abscissas e pelo semieixo positivo das ordenadas),
sendo, por isso, denominada de bissetriz dos quadrantes pa-
res.

A préxima figura traz o gréfico como uma linha continua.
Colocamos também o grafico de Idgr, pontilhado, a fim de
melhor ilustrar a simetria dos dois graficos em relagao ao

eixo das abscissas.
O

Para o que préximo exemplo, recorde que o médulo de
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Figura 2: grafico da funcao f.

um numero real z, denotado |z|, é definido como a distancia,
na reta real, de x a 0.

||

Figura 3: o médulo de um ndmero real.

Assim,
z, sex >0
|z =< 0, sex=0
—z, sex <0

Alternativamente, uma vez que as definigoes da primeira e
terceira linhas acima concordam quando x = 0, temos

] = x, sex >0
Tl —z,sex<0
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Exemplo 2. A fun¢do modular é a funcio f : R — R tal
que f(x) = |z|, para todo x € R. Esboce seu grdfico.

Solugao. Como R = R; UR_, a definicao de médulo de um
numero real garante que

Graf(f) = {(a,]a]); a € R}
= {(a,la]); a € Ry} U{(a,[a]); z € R}
={(a,a); a e Ry} U{(a,—a); a € R_}.

Agora, observe que o primeiro conjunto acima, {(a,a); a €
R4}, é a porgao do gréfico da funcao Idg correspondente as
abscissas nao negativas, isto é, a semirreta da bissetriz dos
quadrantes impares situada no primeiro quadrante do plano
cartesiano.

Da mesma forma, o segundo conjunto acima, {(a, —a); a €
R_}, é a porgao do gréfico da fungao f do exemplo anterior
correspondente as abscissas nao positivas, isto é, a semir-
reta da bissetriz dos quadrantes pares situada no segundo
quadrante do plano cartesiano.

Juntando as semirretas descritas nos dois paragrafos an-
teriores, obtemos o-gréfico da fun¢ao modular (a linha conti-
nua, na figura a seguir):

Yy
(.’E, —33)
|
|
|
|
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| /s N\
: /// \\\
(x,x)/*’ AN
s N

Figura 4: gréfico da fungdo modular f(z) = |z|.
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Continuando, o préoximo exemplo utilizard o grafico da
funcao identidade Idg para compor o grafico da fungao parte
fracionaria, estudada no Exemplo 15 do material “Nog¢des
Bdsicas - Parte 1”. Para tanto, recorde que (de acordo com o
Exemplo 14 da parte 1 desse mesmo material) a parte inteira
de um real z, denotada |z], é definida como o maior inteiro
que nao passa de x.

Exemplo 3. Recorde que a parte fraciondria de um real x,
denotada {x}, € definida por {z} = x — |z]|. A funcdo parte
fraciondria, {-} : R = R, associa a cada x_€ R sua parte
fraciondria {x}. Esboce seu grdfico.

Solugao. Para 0 < a < 1, temos |a| = 0, de modo que
0<a<l={a}=a=la]=a

Assim, a porgao do grafico da fungao parte fraciondria para a
variando no intervalo [0, 1) é formada pelos pares (a,{a}) =
(a,a), logo, é o segmento situado sobre a bissetriz dos qua-
drantes impares e ligando os pontos (0, 0) e (1, 1) (no entanto,
note que o ponto (1,1) nao pertence ao grafico, uma vez que
{1} =0 e nao 1).

No Exemplo 12 do material “Resolu¢do de Ezercicios -
Parte 1”7 mostramos que a fungao parte fracionaria é periédica,
de periodo 1; em simbolos,

{z+1}={z}, Ve eR.
Dessa forma, para 1 < a < 2, temos
{a} ={a -1}
mas, como 0 < a—1< 1, segue que {a — 1} = a — 1, logo,
1<a<2={a}=a—-1

Dessa forma, a porcao do grafico da funcao parte fracionaria
para a variando no intervalo [1,2) é formada pelos pares

(a,{a}) = (a,a —1).
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Note que o ponto (a —1,a— 1) estd situado sobre a bisse-
triz dos quadrantes impares e o segmento que o liga ao ponto
(a,a—1) é paralelo ao eixo das abscissas e tem comprimento
a— (a—1) =1. Veja a figura a seguir: Portanto, a porcao

(a—1a—1]) %a—n

0 1 2 X

Figura 5: os pontos (a — lya= 1) e (a,a — 1).

do gréfico da fungao parte fraciondria sobre o intervalo [1, 2)
consiste da translagao, uma unidade para o direita, da porgao
do gréfico da fungao parte fraciondria sobre o intervalo [0, 1),
conforme também mostrado na figura.

De maneira similar, para 2 < a < 3, temos 0 < a—2 < 1,

logo,
{a} ={a—-1}={a—-2}=a—-2

Dessa forma, a porcao do grafico da fungao parte fracionaria
para a variando no intervalo [2,3) é formada pelos pares
(a, {a}) = (a,a—2).

Por sua vez, o ponto (a — 2,a — 2) estd situado sobre
a bissetriz dos quadrantes impares e o segmento que o liga
ao ponto (a,a — 2) é paralelo ao eixo das abscissas e tem
comprimento a — (a — 2) = 2. Portanto, a por¢ao do grafico
da funcdo parte fraciondria sobre o intervalo [2,3) consiste
da translagao, duas unidades para a direita, da porcao do
grafico da fungdo parte fraciondria sobre o intervalo [0, 1).

Extrapolando essa andlise sucessivamente para os inter-
valos [3,4), [4,5), ...e [-1,0), [-2,—1), ..., concluimos que,

http://matematica.obmep.org.br/ P.6
matematica@obmep.org.br



para n € Z, a porgao do gréafico da fungao parte fracionaria
sobre o intervalo [n,n + 1) consiste da translacao, n unida-
des para a direita se n > 0 e n unidades para a esquerda se
n < 0, da por¢ao do grifico da fungao parte fracionaria sobre
o intervalo [0,1).

Obtemos, entao, o esbogo a seguir para o grafico da fungao
parte fraciondria: O

Figura 6: grafico da fungao parte fracionaria.

A discussdo que levou ao grafico da fungdo parte fra-
ciondria pode ser facilmente adaptada para dar os esbogos
dos graficos de outras fungoes. Vejamos um exemplo nesse
sentido.

Exemplo-4. Construa os grificos das funcoes f,g: R — R,
tais que f(z) = |z — 2| e g(x) = |x| + 1, para todo x € R.

Solugao. A figura abaixo mostra, em preto, o gréfico, ja
apresentado anteriormente, da funcao h : R — R dada por
h(z) = |z|. Mostraremos que o grafico de f é obtido movendo
o grafico de h duas unidades para a direita, paralelamente
ao eixo das abscissas; da mesma forma, mostraremos que o
grafico de g é obtido movendo o grafico de h uma unidade
para cima, paralelamente ao eixo das ordenadas. Os resulta-
dos também sdo mostrados na figura, em vermelho (para f)
e em verde (para g).
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0,1)

Figura 7: graficos de f, g e h.

Para justificar a figura anterior, dados a,b € R, temos

(a,b) € Graf(f) < b= f(a)
= b=la—2|
s b=h(a—2)
< (a—2,b) € Graf(h).

Agora (acompanhe ma-préxima figura), note que o ponto
(a—2,b) é obtido movendo o ponto (a, b) duas unidades para
a esquerday paralelamente ao eixo das abscissas; portanto, o
ponto (a,b) é obtido movendo o ponto (a — 2,b) duas uni-
dades para a direita, paralelamente ao eixo das abscissas.
Fazendo a variar em R, concluimos que o grafico de f é ob-
tido. movendo o grafico de h duas unidades para a direita,
paralelamente ao eixo das abscissas.
Da mesma forma, dados ¢, d € R, temos

(¢c,d) € Graf(g) & d = g(c)
sd=ld+led-1=|
< d—1=h(c)
< (¢,d — 1) € Graf(h).
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1
(c,d—1)

Figura 8: transladando graficos.

Agora (veja também a préxima figura), perceba que o ponto
(¢,d — 1) é obtido movendo o-ponto. (¢, d) uma unidade para
baixo, paralelamente ao eixo das ordenadas; portanto, o ponto
(¢,d) é obtido movendo o ponto (¢,d — 1) uma unidade para
cima, paralelamente ao eixo das ordenadas. Fazendo c¢ va-
riar em R, concluimos que o gréfico de g é obtido movendo o
grafico de h uma unidade para cima, paralelamente ao eixo
das ordenadas. |

Terminamos com um exemplo que aplica o teorema de
Pitagoras para esbogar um grafico aparentemente dificil.

Exemplo 5. Seja R um real positivo dado. Esboce o grdfico
da funcao f : [-R,R] — R tal que f(x) = vVR? — 22, para
todo.x. € [—R, R].

Solugao. Inicialmente, observe que f(—R) = f(R) =0 e
f(0) = R, de modo que o gréfico de f passa pelos pontos
(—R,0), (R,0) e (0,R). Mostraremos que o grafico é o se-
micirculo de didmetro ligando os pontos (—R,0) e (R, 0).
Para tanto, comecemos observando que, se P(a, b) for um
ponto do plano cartesiano, entao (a, b) é um ponto do grafico
de f se, e somente se, —R < a < Re b = +vR2—a?; por
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sua vez, essa lltima igualdade equivale a que a? +b%> = R? e
b>0.

Observe, agora, a figura a seguir. Nela, marcamos um
ponto P(a,b), com —R <a < Reb>0,eoponto Q(a,0),
de forma que o segmento P(Q) é perpendicular ao eixo das
abscissas em Q, com PQ = b. Entao, aplicando o Teorema
de Pitdgoras ao triangulo OPQ), temos

OP = 00" + PQ"
= |a|2+b2:a2—|—b2,
logo,
2+ =R’ OP =R>< OP = R.

Portanto, P(a,b) estd sobre o grifico de f se, es6 se, P per-

)

Figura 9: um semicirculo como grafico de uma funcao.

tence ao semicirculo de raio R, centrado na origem e tendo os
pontos (—R,0) e (R,0) como extremidades de um didmetro
(o semicirculo vermelho, na figura). O
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Dicas para o Professor

H&4 muito mais a ser dito sobre graficos de funcoes do
que fizemos aqui. Por exemplo, ndo discutimos os graficos
de fungoes afins nem de fungoes quadraticas, para citarmos
somente dois exemplos que saltam aos olhos quando repas-
samos a discussao sobre fungoes feita até aqui.

Tampouco discutimos graficos de fungoes pares, impares
e periddicas, bem como a relagao geral entre composicao de
fungoes emovimentos de graficos. Tudo isso pode ser feito e
empresta uma flexibilidade muito maior a execugao da tarefa
de esbocar gréficos de fungoes.

Discutiremos gréaficos de funcoes afins e quadraticas em
modulos futuros, do nono ano e do primeiro ano do Ensino
Médio. Para compreender as propriedades de graficos de
fungoes pares, impares e peridédicas, e a relagao entre com-
posicao de fungoes emovimentos de graficos, recomendamos
ao leitor a referéncia [1].

Dois ou trés encontros de 50 minutos cada sdo suficien-
tes para cobrir este material. Para mais exemplos, veja as
referéncias a seguir.
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