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Este material completa a discussao de exercicios envol-
vendo as propriedades bésicas de fungoes. Nosso foco, aqui,
é a discussao de exemplos envolvendo a composi¢ao e a in-
versao de funcoes.

1 Composicao de funcoes

Quando definimos a inversa g : B — A de uma bijecao f :
A — B, mostramos que go f = Idy e fog = Idg. O
exemplo a seguir mostra que as unicas fungoes que f: A — B
para as quais existe uma fungao g : B — A satisfazendo as
composigoes acima sao as bijegoes.

Exemplo 1. A funcdio f: R — R € tal que f(23+2) =22 —5.
(a) Calcule f(1730).
(b) Encontre uma formula para f(x) em termos de x.

Solugao.

(a) Se encontrarmos z € R tal que x3 + 2 = 1730, teremos
f(1730) = f(23 4+ 2) = 22 = 5. Ora, 23 + 2 = 1730 equivale
a 2 = 1728, logo, a 2 = 12. Portanto,

f(1730) = f(12° +2) =2-12 - 5=19.
(b) Fazendo a® + 2 = y, temos x = /y — 2. Portanto,
fly) =@ +2) =20 -5=23y -2 -5,
para todo y € R. O

Exemplo 2. Seja f : A — B uma funcdao dada. Se existir
uma fungio g : B — A tal que go f =1dy e fog = Idp,
prove que f e g sao bijecoes.

Solugao. Para mostrar que f é injetiva, tome a,a’ € A e
suponhamos que f(a) = f(a’). Entao, g(f(a)) = g(f(a’))
ou, o que é o mesmo, (go f)(a) = (go f)(a’). Como es-
tamos supondo que g o f = Ida, concluimos que Ids(a) =
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Ida(a’) ou, ainda, a = a’. Assim, em resumo, mostramos
que f(a) = f(a’) implica @ = d'; como vimos na parte 2
do material tedrico referente a video-aula “Nogoes Bdsicas”,
deste médulo, isso garante que f é injetiva.

Para mostrar que f é sobrejetiva, dado b € B, temos de
garantir que existe a € A tal que f(a) = b. Ora, uma vez que
f og=1dp, calculando ambos os membros dessa igualdade
em b, obtemos (f o g)(b) = Idg(b), logo, f(g(b)) = b. Entao,
fazendo a = g(b), concluimos que f(a) = b, 0 que garante a
sobrejetividade de f.

Por fim, para mostrar que g € injetiva e sobrejetiva, é
suficiente raciocinar como fizemos acima, trocando os papéis
de f e g ao longo de toda a discussao. O

Exemplo 3. Seja f : A — A uma fungdo tal que f(f(f(x))) =
x, para todo x € A. Prove que f € bijetiva.

Solugao. A condic¢do dada no_enunciado equivale a termos
fofof=TIda.
Denotando g = f o f, temos

fog=fo(fof)=fofof=1Ida

gof=(fof)of=fofof=Ida.

Como f o'g = Ida, o exemplo anterior (com A = B)
garante que [ é sobrejetiva. Como go f = Ida, o exemplo
anterior (novamente com A = B) garante que f é injetiva.

O

Exemplo 4. Faca os dois itens a sequir:

(a) Eziba uma funcio f : Z — Z tal que f(f(n)) = n+ 2,
para todo n € 7.

(b) Mostre que nao existe uma funcao f : Z — Z tal que
f(f(n)) =n+1, para todo n € Z.

Solugao.
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(a) Procurando f(n) = an + b, com a e b inteiros a determi-
nar, temos

f(f(n)) =af(n)+b
=alan+b)+b
=a’n+ab+b
=a’*n+ (a+1)b.

Assim, f(f(n)) =n+ 2 equivale a
a’n+(a+1)b=n+2

para todo n € Z, de sorte que a®> =1 e (a + 1)b = 2. Entao,
a primeira equagao da a = +1, enquanto a segunda ga-
rante que a + 1 # 0; portanto, a tnica possibilidade (se
f(n) = an + b para todo n € Z) é a =b = 1, dando
flx)=x+1.

(b) Suponha que existisse uma funcdo f como no enunciado.
Entao, tomando n € Z e fazendo m = f(n), devemos ter

fUFm)y=f(f(m)y=m+1=f(n)+1.

Mas, uma vez que £(f(f(n))) = f(n + 1), segue que
f(n+1)=f(n)+1, Vnez (1)
Afirmamos que, gracas a tltima relagio acima, deve ser
f(k) =k+ f(0), Vk € Z. (2)

Realmente, essa relagao é 6bvia para k = 0 e x = 1. Para
k > 1, somando membro a membro as relagoes

fk) = fk=1)+1
flk=1) = fk—2)+1
flk=2) = fk—3)+1
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segue que

FRY+ flk=1)+ fk—2)+ ...+ f(2) + f(1) =
=fk=1)+f(k=2)+...+ F2) + f(1) + f(0) + k;

cancelando a soma f(k—1)+ f(k—2)+...+ f(2)+ f(1) de
ambos os membros da igualdade acima, ficamos com f(k) =
k+ £(0). O caso k < 0 pode ser analisado de forma andloga,
a partir de .

Agora, aplicando duas vezes, obtemos

f(@):f(k):k+f(0):f(n)+f(0)
k
= (n+ f(0)) + f(0) = n+2f(0).
Entao, para que seja f(f(n)) = n + 1, devemos ter
n+2£(0) =n+1,

logo, f(0) = % Mas isso é impessivel, uma vez que queremos
que f assuma valores inteiros.

Portanto, ndo pode existir uma funcao f : Z — 7Z satis-
fazendo a relagdo dada no item-(b). O

Ainda em relac¢do ao item (b) do exemplo anterior, ob-
serve que, procurando. f da forma f(n) = an + b, teriamos,
como 14, f(f(n)) =a?n + (a + 1)b. Entdo, para que fosse
f(f(n)) = n+1 para todo n € Z, deveriamos ter a’n + (a +
1)b = n+.1 para todo n € Z, logo, a®> = 1 e (a+ 1)b = 1.
Como na solucao do item (a) do exemplo anterior, isso daria
a=1eb=1/2.

Perceba, contudo, que a fungao de dominio Z e definida
paran € Z por f(n) =n + % nem sempre assume valores
inteiros, de forma que ndo ¢ uma solugao para o item (b).

Também, o fato de que essa fungao nao assume valores
inteiros ndo € uma prova de que nao existe funcao f : Z — Z
satisfazendo a condi¢do do item (b). O que o argumento
acima mostrou foi tdo somente que nao existe funcao f :
Z — 7 satisfazendo a condic¢ao do item (b) e tendo a forma
f(n) = an + b, para todo n € Z.
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Assim, em principio poderia existir outra funcdo f: Z —
Z satistazendo a condicao do item (b), o que justifica a ne-
cessidade de uma argumentacao mais elaborada, como a que
apresentamos na solugao daquele item, para garantir que
uma tal funcao, de fato, nao existe.

Mais geralmente, dado k € Z, é possivel provar que:

(1) Se k for para, entao sempre existe uma fungéo f : Z — Z
tal que f(f(n)) =n+ k, para todo n € Z.

(2) Se k for fmpar, entdo nao existe uma funcao f+7Z — Z
tal que f(f(n)) =n+ k, para todo n € Z.

No item (2) acima, o caso k = 1987 foi o problema 4 da
Olimpiada Internacional de Matemética de 1987. A esse res-
peito, veja a referéncia [4].

2 Inversao de funcoes

Exemplo 5. Seja a e b nimeros reais dados. Qual é a condi¢do
para que a fungdo f: R — R, dada por f(x) = ax + b, seja
invertivel? Nesse caso, exiba a-inversa de f.

Solugao. Suponha que exista uma inversa g : R — R para
a funcado f. Sabemos que f(g(x)) = z, para todo = € R, ou
seja, que

ag(x) +b=z, VzeR (3)

Analisemos dois casos separadamente:

i..Se a # 0, entao podemos resolver para g(x), obtendo

—b

g(x) = GCT

ii. Se a =0, entdo a fungao f é constante, com f(x) = b para
todo x € R. Portanto, nesse caso, f nao é bijetiva, logo, nao
tem inversa.

im ndica ra qu nha inversa é qu j
Assim, a condicao para que f tenha inversa é que seja
a # 0. Sendo esse o caso, vimos acima que a inversa de f é
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a funcao g : R — R, dada por
r—b 1 b

- ——.
a a a

g(x) =
O

Exemplo 6. Seja Ry o conjunto dos nimeros reais nio ne-
gativos. A funcio f: R — Ry, dada por f(x) = 22, é sobre-
jetiva, mas ndo € bijetiva, uma vez que f(a) = a® = (—a)? =
f(=a), para todo a € R. Mostre que existem duas funcoes
diferentes g,h : Ry — R tais que fog= foh =Idg,.

Solugao. Consideremos as fungoes g, h : R; — R dadas por
g(z) = Vx e h(x) = —/x, para x > 0. Temos

(fog)(x) = flg(x) = (9(x))* =(Va)* ==

(f o h)(@) = f(h(z)) = (h(®))* = (—V)* ==,

para todo € Ry. Assim, fog =1Idg, e foh = Idg,,
conforme desejado. O

Nas notagoes do enunciado do exemplo anterior, dizemos
que g e h sao inversas a direita da fungao f. Note, contudo,
que, nesse caso, como f.nao é uma bijecdo, f nao tem inversa
(bilateral).

Exemplo 7. Dizemos que uma funcio f : A — A € uma
involucao se fo f = 14, ou seja, se f for igual a4 sua inversa.
A fungao-identidade Id : R — R, dada por 1d(z) = x para
todo x € A, € uma involucdo. Existe alguma outra involugdo
f R=>R?

Solugao. A fungao f:R — R, dada por f(z) = —z, é uma
involugao, pois

(fof)(w) = f(f(2)) = —f(x) = —(—2) = =,

para todo x € R. O
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Ainda em relagdo ao exemplo anterior, se o conjunto A
tiver pelo menos dois elementos entao sempre ha involugoes
f A — A diferentes de Id4. Realmente, basta tomarmos
elementos distintos a,a’ € A e definir f : A — A pondo

a,sex=a
f@)=<X a,sex=d
z, se v #a,a
Entao,
(f o f)la) = f(f(a)) = f(d') = a,
(fof)d) =f(f(d)) = fla)=d
e, para x € A\ {a,d'},
(fof)x) = f(f(z)) = flz) =z
Assim, f#1Idg e fof=1da.

Vejamos mais um exemplo relacionado a involugoes.
Exemplo 8. Faca os dois itens a sequir:

(a) Sejam a, b, ¢, d nimeros reais tais que c,ad — be # 0.

Mostre que a férmula f(z) = g;”_ts define uma bijecdo
deR\ {2} em R\ {2},

(b) Mostre que existem infinitas escolhas de nimeros reais
a, b, ¢, d satisfazendo.as condi¢des do item (a) e tais que
a fungio f : R\{~2} — R\ {2} dada por f(z) = Z:Idb
seja uma tnvolucao.

Solugao.
(a) Para z,2’ € R\ {—%}, temos que

, ar+b ax'+b
f(ﬂ?):f(x)ichrd:m,er
= (az +b)(cz’ + d) = (cx + d)(az’ +b)
= aex® + adxr + bex’ + bd =
= aexT + bex + adx’ + bd
= adx — bcx = adx’ — bex’
= (0d—t0)z = (d—HE)z’

/
=T =T,
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portanto, f é injetiva.

Para mostrarmos que f é sobrejetiva, dado y € \{%},
queremos T € \{—%} tal que f(x) = y. Ora, comegando
com y € \ {%} e procurando os = € R tais que f(z) = v,
temos
ar +b
f@)=ye ——=y

Sar+b=(cx+d)y
Sar+b=cxy+dy
& (—ey+a)r=dy—>
dy—b
—cy + a’

ST =

Resta mostrar que esse valor de = é diferente de —% (pois,
do contrario, ndo haveria sentido em calcular f(z), uma vez
que z = —g = cx +d =0). Mas‘isso é imediato:
dy —b d
——— =——=c¢(dy=0b)=~d(—cy+a
m— . =cldysb) (—cy +a)
= cdly — be = gdﬁ —ad

= ad — bc =0,

0 que nao é o caso.

(b) Seja f: R\ {—%} — R\ {%} dada por f(z) = %_ts.

Como f'deve ser uma involugao, queremos que f(f(x)) =
z, para todo € R\ {¢} (o dominio de f) tal que f(z) €
RA {2}

Inicialmente, calculamos

af(x)+b @ (Zfﬂ}) +b
ef@) ¥ (=) 1

cx+d
a(azx + b) + b(cx + d)
clax 4+ b) + d(cx + d)
(a® + be)x + (a + d)b
cla+d)x + (bc+ d?)’
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Em seguida, observamos que, para que a tultima expressao

acima seja sempre igual a z, uma tentativa 6bvia é impor
2

que a+d =0, a®+bc#0e Tt = 1. De fato, basta que

bc+d?
sejam a +d = 0 e a® + bc # 0, uma vez que, com d = —a,
tem-se
a® + bc B a® + bc B
be+d?2  be+ (—a)?
Assim, sendo f(z) = Zﬂffs, temos que f é uma bijecao

de R\ {2} — R\ {%¢}. Em particular, nesse caso tem-

se sempre f(x) # %, como era necessario para. podermos

calcular f(f(z)). O

Exemplo 9. Mostre que a regra f(z) = Va2 — x+ 1 define
uma bijegdo de [%, +00) em [§,+oo). Em seguida, calcule

sua nversa.

Solucao. Primeiramente, completando quadrados, veja que

P —r+1= :c—l 2+§>§
| 2 4= 4
de forma que tem sentido extrairmos a raiz quadrada para

definir f(z).
Agora, para x1, s > %, temos que

flz1) = f(x2) = wlfx1+1f\/x§7:c2+1
Sl —m =23 -zt [
= (27 —23) — (21 —22) =0
= (r1 —x2)(z1 +22—-1)=0

= x1 =Ty 0ux +x9 = 1.

Se x1+x9 = 1, entdo, como x1, T2 > 5, teremos x1 = xg = %
Assim, em qualquer caso, concluimos que f(z1) = f(z2) =
r1 = X2, € f é injetiva.

Para a sobrejetividade de f, dado y > @, queremos
mostrar que existe x > % tal que f(z) =y. Ora,
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fy=yeVvi2l—ac+1=y
@xQ—x—i—l:yQ
sr?—r+(1-y*)=0
1+ /1—4(1—y?)
- 2
14 /4y? —3
S —

S
<> T

Agora, veja que a condigdo y > § garante que 4y? — 3 > 0,
logo, que /4y? — 3 tem sentido nos reais. .Como’queremos

144/492—3

1 P s . s o
que T > 3, a unica possibilidade é que seja @ = 5

Os céalculos acima mostraram que

LA 4y -3
=AN

flz)=yex

Como f(x) =y = f—l(y)’ segue que a funcao f_l .
[é’ +00) — [5,+00) é dada por

_ 1+ 42 -3
=R

Dicas para o Professor

Trés ou quatro encontros de 50 minutos cada sao suficien-
tes para cobrir o material desta aula, a depender do nivel de
maturidade da turma. (Caso vocé queira se deter um pouco
mais em alguns exemplos, precisard de um pouco mais de
tempo.)

As referéncias abaixo contém muitos problemas adicio-
nais sobre funcoes, de variados graus de dificuldade.

http://matematica.obmep.org.br/ P.10
matematica@obmep.org.br



Sugestoes de Leitura Complementar

1. E. L. Lima et al. A Matemdtica do Ensino Médio, vol. 3.
Colecao do Professor de Matematica, Editora S.B.M., Rio
de Janeiro, 1998.

2. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, vol. 3.
Colecao do Professor de Matematica, Editora S.B.M., Rio
de Janeiro, 2013.

3. G. lezzi. Os Fundamentos da Matemdtica Elementar, vol.
1. Atual Editora, Sdo Paulo, 2013.

4. Olimpiada Internacional de Matemaética de 1987, em https:
//www.imo-official.org/problems.aspx

http://matematica.obmep.org.br/ P.11
matematica@obmep.org.br


https://www.imo-official.org/problems.aspx
https://www.imo-official.org/problems.aspx

	Composição de funções
	Inversão de funções

