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1 O seno do soma

Muitas vezes queremos usar um valor conhecido para o seno
(ou cosseno) de alguns angulos para calcular o seno (ou cos-
seno) de outros dngulos. Por exemplo, ji conhecemos os
valores dos senos e cossenos de 30°, 45° e 60°, entre outros,
mas ainda ndo aprendemos quanto vale sen(75°).

Uma maneira de calcular sen(75°) é observar que 75 = 30+
45; entretanto, para que tal percepcgao seja tutil, precisamos
de uma maneira de relacionar sen(30° + 45°) com os-valores
jé conhecidos de sen(30°) e sen(45°), digamos. -Para, isso,
utilizamos a famosa férmula do seno da soma de dois arcos:

sen(A + B) = sen(A) cos(B) + sen(B) cos(A4). (1)

Exemplo 1. Calcule o valor de sen(75°).

Solugao. Como 75 = 30 + 45, usando a férmula para o seno
da soma de dois arcos com A = 30° e B = 45°, obtemos:

sen(30° + 45°) = sen(30°) cos(45°) + sen(45°) cos(30°)
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Observacéo 2. E folclorico memorizar a equagdo acima mo-
dificando a primeira estrofe do poema Cancdo do E'J;zlzcﬂ
“minha terra tem palmeiras onde canta o sabid, seno A cos-
seno B, seno B cosseno A”.

A seguir, demonstraremos a validade de no caso em
que A e B sdo angulos agudos (isto é, situados entre 0 e 90
graus). Vale ressaltar, contudo, que a férmula é verdadeira

1O poema inteiro, de autoria do escritor maranhense Gongalves Dias
(1823-1964), pode ser lido em http://www.horizonte.unam.mx/brasil/
gdias.html
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para quaisquer valores de A e B, inclusive valores negativos
ou maiores que 90° (ou mesmo maiores que 360°); contudo,
nao faremos a demonstragao geral por envolver uma andalise
de casos tediosa.

Dados angulos 0 < A < 90° e 0 < B < 90°, construa
um tridngulo ABC' como na figura abaixo (isto é, tal que os
angulos dados sejam dois de seus dngulos internos). Sejam
a=BC, b= AC e ¢ = AB os comprimentos dos lados.
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Por simplicidade, chamaremos de A, B, C' também as me-
didas dos angulos fl,é,é’, respectivamente. E claro que
C =180 — (A + B). Entdo, uma vez que sen(180 —z) = sen
para todo x, temos

sen(A+ B) =senC. (2)

Agora, calculemos a drea do tridngulo ABC de duas maneiras.

Por uma lado, observando o tridngulo retangulo formado
pelos pontos A e C e pelo pé da altura relativa a BC (veja,
na figura, a linha pontilhada), vemos que a altura de ABC
relativa ao lado AB mede bsenC. Entdo, uma vez que a
area do triangulo é igual a metade do produto do lado a pela
altura relativa a ele, temos

Area(ABC) = %ab sen(C).

Por outro lado, tal 4rea pode ser obtida somando-se as
areas dos triangulos BHC e AHC:

. h h
Area(ABC) = UGG
2 2
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Igualando as duas expressoes obtidas para a drea de ABC,

chegamos a
mh  nh

1
§ab sen(C) = 5 + X

ou, simplesmente,
ab sen(C) = mh + nh.

Observando os triangulos retangulosBHC e AHC, temos
(acompanhe na figura)

m=acosB e mn=bcosA.
Substituindo esses valores na equacao anterior, ficamos com
ab sen(C) = acos(B)h + bcos(A)h.
Dividindo ambos os lados por ab, temos

sen(C) = cos(B) - % + cos(A)- g

Olhando mais uma vez para os tridngulos retangulos BHC e
AHC, percebemos que

h h
sen(A) = 3 © sen(B) = .
Logo,
sen(C) = cos(B) sen(A) + cos(A) sen(B).

Por fim, substituindo essa igualdade em , obtemos a ex-
pressao desejada. 0

Um caso particular de que vale a pena ser destacado
é quando A = B. Assim sendo, temos

sen(A + A) = sen(A) cos(A) + sen(A) cos(A).

Neste caso, a férmula pode ser simplificada para o que cha-

mamos de férmula do seno do arco duplo:

sen(2A) = 2sen(A) cos(A). (3)
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2 Outras formulas tteis

Todas as demais férmulas deste material sdo consequéncia
da férmula para o seno da soma, e sdo suficientemente tuteis
para que as listemos e sugiramos que vocé as memorize.

2.1 O seno da diferenca

Vamos comegar deduzindo dela uma férmula para o seno da
diferenca de dois arcos. Queremos mostrar o seguinte.

sen(A — B) = sen(A) cos(B) — sen(B) cos(4). (4)

Para ver que isso é verdade, basta escrever a diferenca A — B
como A+ (—B). Dai, podemos aplicar-a férmula para o seno
de uma soma, com —B no lugar de B:

sen(A + (—B)) = sen(A) cos(=B) + sen(—B) cos(A).

Agora, basta lembrar que cos(—B) = cos(B) e sen(—B) =
—sen(B) (como se pode verificar no circulo trigonométrico).
Substituindo esses valores na expressdo anterior, obtemos

sen(A + (—B)) = sen(A) cos(B) + sen(B) (— cos(A)),

que é equivalente a formula que queriamos demonstrar.

2.2 O cosseno da soma

A fim de obter uma expressao para cos(A + B) vamos usar
que, para qualquer x, tem-se cos(x) = sen(90° — x). Dessa
forma,

cos(A + B) =sen(90° — (A + B)) =sen((90° — A) — B).

Em seguida, aplicamos a férmula para o seno da diferenca,
com 90° — A no lugar de A, para obter

cos(A + B) = sen(90° — A) cos(B) — sen(B) cos(90° — A).
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Por fim, substituindo sen(90° — A) = cos(B) e cos(90° — A) =
sen(B), obtemos a famosa expressao:

cos(A + B) = cos(A) cos(B) — sen(B) sen(A). (5)

Aqui também vale a pena observar o caso particular A =
B, quando obtemos

cos(24) = cos?(A) — sen?(A). (6)

2.3 O cosseno da diferenca

O mesmo artificio usado para o seno da diferenga nos permite
mostrar que:

cos(A — B) = cos(A) cos(B) + sen(B) sen(A). (7)

De fato, pela formula do cesseno da soma, temos que:
cos(A + (—B)) = cos Acos(—B) — sen Asen(—B).

Para concluir, basta usar que cos(—B) = cos(B) e sen(—B) =
—sen(B).

Observacdo 3. Para fins de memorizacdo, gostariamos de
chamar a atencdo para duas diferencas cruciais entre as
formulas para o seno e para o cosseno da soma ou subtracdo
de arcos.

A primeira é que na expansio de sen(A + B) o sinal
de soma é preservado, pois somamos sen(A)cos(B) com
sen(B) cos(A); da mesma forma, na expansdo de sen(A — B)
o sinal de subtracao também é preservado. Por outro lado,
nas expansoes de cos(A + B) e cos(A — B) os sinal de soma
e subtracao sao invertidos.

A sequnda é que nas féormulas para sen(A + B) e para
sen(A — B) o seno e o cosseno se alternam (o seno de A é
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multiplicado pelo cosseno de B, e vice-versa), ao passo que
nas férmulas para sen(A + B) e para sen(A — B) o0s cossenos
aparecem juntos (cosseno de A multiplica cosseno de B) e os
senos aparecem juntos (seno de A multiplica seno de B).

2.4 A tangente da soma
Para obter a expressao de tg(A + B), comecamos usando que

sen(A + B)

tg(A+ B) = cos(AT D)

e aplicando as férmulas para o seno e o cosseno da soma,
chegando a

sen(A) cos(B) + sen(B)cos(A)
cos(A) cos(B) — sen(B)sen(A)’

tg(A + B) =

Em seguida, dividimos o numerador-e o denominador por
cos(A) cos(B), obtendo

sen(A) cos(B) + sen(B) cos(A)
cos(A) cos(B) cos(A) cos(B)
cos(A)cos(B)  sen(B)sen(A)
cos(A) cos(B) cos(A) cos(B)
sen(A) sen(B)
cos(A) cos(B)
_ sen(A)  sen(B)
cos(A) cos(B)
tg(A4) + te(B)

1—tg(A)tg(B)

tg(A+ B) =

Em resumo,

tg(A4) + tg(B)

R )

(8)

A partir da férmula para a tengente da soma, e utilizando
o fato de que tg(—B) = —tg(B), é imediato (verifique!) que

tg(4) — tg(B)
S )
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Por outro lado, fazendo A = B em , chegamos a formula
para a tangente do arco duplo:

te(24) = %-

3 Exercicios

Nesta secao, ilustramos a aplicagao das férmulas deduzidas
resolvendo vérios exemplos. Outros tantos podem ser encon-
trados nas referéncias [2] e [3].

Uma observacao preliminar importante é que as férmulas
que discutimos valem igualmente para angulos dados em
radianos, em vez de em graus.

Exemplo 4. Calcule os valores de sen(w/12), cos(n/12) e
tg (w/12).

Solugao. Observe que

Assim, temos que:

(G3) = (5-7)
sen|-— | =sen| - — —
12 3 4
s

s s s
= sen — COoS — — sen — Cos —

391 1973
_ V3 V2 V2L

2 2 2 2
V6 —V2
T4
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Da mesma forma, podemos calcular o cosseno:

™ T
cos (73) =eos (5 - 7)

™ s s ™
—cosgcosz—f—senzseng
1 V2 V2 V3
272 T2
_V6+V2

1 .

Poderiamos calcular tg(m/12) fazendo o quociente entre
sen(m/12) e cos(m/12). Contudo, para treinar;, vamos usar a
formula da tangente da diferenca de dois arcos:

() =155 1)

_Vim1
V341

A 1ltima expressao pode ser simplificada racionalizando
o denominador. Para isso, basta multiplicar o numerador e o
denominador por V3 -1.

w(3)= 1 5
12 V3+1 V3-1
_(V3-1)

V3 -2
4-2V3
)
=2-+3.
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Exemplo 5. Calcule o valor de cos*(J5) — sen* ().

Solugio. Sendo r = cos(g7) € y = sen(53), queremos calcu-
lar o valor de z* — y*. Comegamos fatorando essa expressao
como:

ot =yt = (@ +y?)(@? - 7).
Pela relacdao fundamental da Trigonometria, temos que z2 +
y? = 1. Assim, basta calcular 22 — y2, ou seja, o valor pedido

é igual a:
cos? (1> — sen” <1>
24 24/

Agora, aplicando @ com A = g3, vemos que a ultima ex-
pressdo é igual a cos ( ) Jé calculamos esse valor no Exem-
plo[] de forma que
cost (L) —sent () 2XEEVE,
24 24 oA
O

Os préximos exemplos sao mais dificeis. Para o primeiro
deles, sera til observar que, gracas a formula para o cosseno
do arco duplo e a relacao fundamental da Trigonometria,
tem-se

cos(2a) = cos*(a) — sen?(a)
= cos?(a) — (1 — cos*(a))
= —1+ 2cos?(a),
isto é,
1 + cos(2a)

. ©)

cos?(a) =

Exemplo 6. Calcule o valor de cos36° — cos72°.

Solugao. Seja S = cos36° — cos72°. Multiplicando e di-
vidindo a expressdao do enunciado por 2(cos 36° + cos 72°),
obtemos

(cos36° — cos 72°) - 2(cos 36° + cos 72°)

S =
2(cos 36° + cos 72°)
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ou, o que é o mesmo,
2 cos? 36° — 2cos? 72°
"~ 2(cos36° 4 cos72°)

(10)

Usando @ para o = 36 e depois para a = 72, e substi-
tuindo as expressoes obtidas no numerador de , obtemos
(14 cos72°) — (1 + cos 144°)

2(cos 36° + cos 72°)
_ €osT2° — cos 144°
~ 2(cos 36° + cos 72°)

Acontece que 36 + 144 = 180, logo, cos 144° = — cos 36°.
Substituindo na expressao anterior e simplificando obtemos

cos72° — (—cos36°) 1

2(cos 36° + cos72°). 2’

S:

O

Exemplo 7. Calcule o valor de X = sen 10° - sen 50° - sen 70°

Solugao. Para simplificar a expressao do enunciado, vamos
fazer uso, varias vezes, da férmula para o seno do arco duplo,

sen(2a) = 2sen(a) cos(a).
Primeiramente, multiplicando e dividindo a expressao do
enunciado por; cos(10) (de modo a ndo alterar seu valor)
obtemos.
_2-sen10° - cos 10° - sen 50° - sen 70°
) 2 cos 10°
~ sen 20° - sen 50° - sen 70°
2 cos(10)
Agora veja que sen 70° = cos 20°. Logo,
sen 20° - sen 50° - cos 20°
2 cos(10)
2sen 20° - cos 20° - sen 50°
4 cos(10)
sen 40° - sen 50°
4 cos 10°

X
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Da mesma forma, observamos que sen 50° = cos 40°. Logo,

sen 40° - cos 40°
4 - cos 10°
2sen 40° - cos 40°

8 - cos 10°
sen 80° 1

X =

" 8-cosl0° 8’

onde a ultima igualdade é vélida pois sen 80° = cos 10°. [

Exemplo 8. Culcule o valor da expressao

V/sent 15° + 4 cos? 15° — y/cos? 15° + 4 sen? 15°.

Solugao. Poderiamos simplesmente calcular os valores de
sen 15° e cos 15° (utilizando que 30 = 2 - 15) e, em seguida,
substituir esses valores na expressao do-enunciado. Porém,
vamos adiar substitui¢oes numéricas e tentar primeiro sim-
plificar a expressao original, a fim de fazer menos célculos.
Seja

A= +/sen*a +4cosa — \/cos4a+4se112a,

para um angulo « qualquer.

Dentro do primeiro radical, vamos usar a relagao fun-
damental para substituir cos? o por 1 — sen? o; no segundo
radical, vamos substituir sen? o por 1 — cos? . Assim,

A= /sen*a + 4(1 — sen2 a) — \/cos? a + 4(1 — cos? o)

:\/sen4a—4sen2a+4—\/cos4a—46052a+4
= /(sen2a — 2)2 — \/(cos? a — 2)2

= |sen® a — 2| — |cos? a — 2|.

Observe que no ultimo passo acima, precisamos tomar o

cuidado de que v k2? é igual ao valor absoluto de k, o qual

nio necessariamente igual a k. Acontece que sen® o e cos?

sdo ndmeros reais pertencentes ao intervalo [0,1], logo, tanto

sen? a — 2 como cos? o — 2 sdo negativos. Portanto,

lsen?a — 2| =2 —sen’a e |cos’a —2| =2 —cos’a.
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Com isso, concluimos que:
_ 2 2
A= (2—-sen*a)— (2 —cos” a)
= cos’ o —sen” a

= cos(2a).

Agora sim, fazendo a = 15°, obtemos

A =cos(2-15°) = cos 30° = —

Dicas para o Professor

Sugerimos que o contetido desta aula seja abordado em
dois ou trés encontros de 50 minutos, possivelmente com a
inclusdo de exemplos adicionais, conforme a necessidade da
turma.

Um ponto importante a observar é que, mesmo com o
auxilio das féormulas deduzidas aqui, h4 angulos « para os
quais nao ¢é possivel calcular os valores exatos de sen a e cos
(e, logo, de tga). Isso ocorre por razoes que vao além do
escopo destas notas. Entretanto, com um pouco de Calculo
(veja, por exemplo, a referéncia [1]), pode-se mostrar que
sen a e cos & podem ser calculados, com aproximacoes tao
boas quanto se queira, a partir das ezpansdes em série (com
a dado em radianos)

a3 a5 a7
sena=as ety Tt
e
-1 042 044 056
cose=tTor Tt T T

A referéncia [2] desenvolve os rudimentos de Trigonometria
necessarios a aplicagoes geométricas. A referéncia [3] traz um
curso completo de Trigonometria.
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Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Fundamentos de Cdlculo. SBM, Rio de
Janeiro, 2022.

2. A. Caminha. Tépicos de Matemdtica Elementar, Volume
2: Geometria Fuclidiana Plana. SBM, Rio de Janeiro,
2013.

3. G. lezzi Os Fundamentos da Matemdtica Elementar, Vo-
lume 3: Trigonometria. Atual Editora, Rio de-Janeiro,
2013.
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