Material Teoérico - Médulo Conicas
Definicoes basicas
Terceiro Ano do Ensino Médio

Autor: Prof. Fabricio Siqueira Benevides
Revisor: Prof. Antonio Caminha M. Neto

"7/ PORTAL'DA
MATEMATICA

OBMEP



1 Introducao

Neste mddulo iremos estudar certos tipos de curvas, deno-
minadas conicas (ndo degeneradas). Tais curvas podem ser
de um dentre trés tipos, todos bastante conhecidos: elip-
ses, hipérboles e parabolas. Observamos que os circulos
sdo tipos especiais de elipses, logo, também sao conicas.

O estudo das coOnicas surgiu com Menécmo (380-320
a.C.), um dos filésofos da Academia, de Platdao, que por
sua vez pode ser considerada a primeira universidade da
Histéria. O primeiro tratado sobre conicas foi escrito por
Pappus de Alexandria (320 d.C.). Entretanto, o primeiro a
estudar conicas com o auxilio de sistemas de coordenadas
foi o francés Pierre de Fermart, apenas por volta de 1636.
Ao fazé-lo, ele obteve uma equacao da forma

Az? 4+ Bxy +Cy*> + Dx + Ey+ F =0,

que serd estudada nas préximas aulas.

Seguindo a ordem dos acontecimentos histéricos, vamos
primeiramente apenas descrever de onde vém as coOnicas,
antes de falar sobre suas equacées dentro da Geometria
Analitica. Antes ainda, vamos lembrar o que é uma su-
perficie conica de revolugao.

Uma superficie conica (de revolugao) é
aquela obtida pela rotagdo de uma reta, cha-
mada geratriz, em torno de um eixo que in-
tersecta a reta (veja a Figura[ll). O ponto de
intersec¢do entre a geratriz e o eixo é cha-
mado de vértice da superficie conica.

I

Figura 1: uma superficie conica formada pela rotagdo da
geratriz g em torno do eixo-z. A geratriz e o eixo se inter-
sectam formando um angulo «.

Veja que, ao realizarmos a rotacao da geratriz em torno
do eixo, cada ponto da mesma (com exce¢ao do vértice)

descreve um circulo com centro no eixo e contido em um
plano perpendicular ao eixo.

Observamos que uma superficie conica é uma figura ili-
mitada (uma vez que a geratriz é infinita). Sendo assim, ao
desenhé-la estamos exibindo apenas um pedaco da mesma.
Veja também que o vértice claramente divide a superficie
em duas partes, cada uma das quais é chamada de folha
da superficie conica.

Em nosso dia a dia nos deparamos com vérias superficies
conicas (ou melhor, cortes delas). Por exemplo, em cas-
quinhas de sorvete ou nos cones usados para sinalizacao de
transito.

Uma curva conica ndo degenerada, ou sim-
plesmente uma conica ndo degenerada),
é uma curva obtida pela intersecao de um
plano com uma superficie conica, quando o
plano nao passa pelo vértice da superficie
nem contém uma geratriz da mesma.

Vamos chamar de o o &ngulo formado entre a geratriz e
o eixo da superficie e de § o d&ngulo formado entre o plano
e o eixo; ambos tomados entre 0 e 90 graus. A forma
que a conica admite pode ser classificada de acordo com
a relacao entre os valores de « e 3, gerando em cada caso
as formas caracteristicas da parabola, hipérbole e elipse.
Mais precisamente:

(A) Quando f = « a interse¢do descrita acima é uma
parabola.

(B) Quando 8 > « a intersegdo descrita acima é uma
elipse. Se adicionalmente 5 = 90°, entdo a curva
serd um circulo.

(C) Quando 8 < « a intersegdo descrita acima é uma
hipérbole.

A Figura 2l mostra todos os casos acimall.

Temos, ainda, a possibilidade da interse¢do entre um
plano e uma superficie conica nao ser uma conica nao de-
generada. Estes sao os casos que chamamos de degenera-
dos. Mais precisamente, quando o eixo da superficie é uma
reta que pertence ao plano de corte, entao a interseccao en-
tre eles serd a unido de duas retas concorrentes. Quando
B8 = « e a geratriz é uma reta que pertence ao plano de
corte, entao a intersec¢do serd apenas uma reta. E possivel
também que a intersecdo entre o plano e a superficie seja
apenas o vértice.

Nos materiais subsequentes sobre coénicas, e quando nao
houver perigo de confusdo, sempre que nos referirmos a
uma conica sem qualificagdo adicional, ficard subentendido
que se trata de uma conica ndo degenerada.

1Fonte: User:Pbroks13, via Wikimedia Commons.
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Figura 2: intersecoes de um plano com um cone de duas
folhas, formando conicas. Esquerda: parabola. Centro:
elipse e circulo. Direita: hipérbole.

Dicas para o Professor

O contetudo desta aula pode ser coberto em um encon-
tro de 50 min. O objeto é apenas motivar o estudo de
elipses, hipérboles e pardbolas que serd feito nas aulas se-
guintes. Contudo, nas aulas seguintes veremos defini¢oes
alternativas e independentes para cada uma dessas curvas
no plano, sem a necessidade de olharmos para um cone
em trés dimensdes. E possivel provar que as intersegoes de
planos com cones geram curvas que realmente satisfazem
as defini¢des que iremos estudar nas proximas aulas. Con-
tudo, de inicio nao iremos fazer tais demonstracoes aqui.
O leitor interessado pode consultar a referéncia [IJ.
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