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1 Coordenadas no plano

Vamos comecar considerando uma reta r e escolhendo so-
bre ela dois pontos: um ponto O e um ponto U # O.
Vamos associar ao ponto O o numero 0 e ao ponto U o
namero 1. Feitas essas associacoes, dizemos que a reta r
passa a ter uma orientagao. Chamamos a reta r, com os
pontos O e U escolhidos e fixados, uma reta orientada.
O ponto O é chamado origem da reta orientada r.

Uma vez que o ponto O particiona a reta r em duas
semirretas, concluimos que ha duas maneiras de orientar a
reta 7, e que tais maneiras correspondem a escolhermos o
ponto U em uma ou outra dessas semirretas. Entretanto,
uma vez escolhido o ponto U (i.e., uma vez fixada uma
orientagao para 1), diremos que tal orientacao é positiva,
e que a orientacao contraria (i.e., aquela que terfamos, caso
tivéssemos escolhido U na semirreta oposta) é negativa.

Suponha que desenhamos a reta r como uma reta ho-
rizontal. Entdo, convencionamos (veja a figura [Il) que a
orientagao positiva corresponde a escolhermos U a direita
de O, ao passo que a orientagao negativa corresponde a
escolhermos U a esquerda de O. Em geral, neste texto,
consideraremos apenas eixos orientados positivamente.

0 1

Orientagao positiva

1 0

Orientagao negativa

Figura 1: possiveis orientacoes de um eixo.

A escolha de O e U também estabelece uma escala na
reta r, uma vez que o segmento OU tem, por definicao,
comprimento 1. H4, pois, uma infinidade de escolhas
possiveis para uma escala em r, dependendo das posicoes
dos pontos O e U.

Entretanto, uma vez fixada uma escala, i.e., uma vez fi-
xada uma escolha para os pontos O e U, podemos marcar
facilmente os pontos correspondentes aos nimeros inteiros,
sendo os inteiros positivos marcados a direita de O, en-
quanto aqueles negativos a esquerda de O. Uma vez feito
isso, marcamos (também facilmente) os pontos correspon-
dentes aos nimeros da forma 7, com m inteiro, aqueles
correspondentes aos nimeros da forma %, com m inteiro,
e assim por diante.

Esse procedimento marca sobre r os pontos correspon-
dentes a todos os numeros racionais, o que torna bas-
tante natural nos perguntarmos sobre se é possivel mar-

car os pontos correspondentes a todos os niimeros rracto-
nais. Nesse sentido, temos o seguinte fato, que serd assu-
mido sem demonstragio (para provarmos rigorosamente a
afirmacao a seguir, precisariamos de uma definigao rigorosa
de niimero real, assunto que escapa aos nossos objetivos):

A cada ponto P de uma reta orientada corresponde
um Unico ntmero real x.

Por outro lado, nas notagoes do retangulo destacado
acima, o nimero z é chamado coordenada do ponto P.

A correspondéncia entre niimeros reais e pontos de uma
reta orientada, garantida pela afirmacao acima, nos per-
mite identificar cada ponto da reta com sua coordenada.
Assim, podemos falar diretamente em ponto x, em vez de
ponto P com coordenada x. Por exemplo, podemos nos
referir aos pontos O e U simplesmente como o ponto 0 e
ponto 1. A reta orientada r é, entdao, chamada reta real,
reta numérica ou eixo (orientado).

Vamos, agora, estabelecer coordenadas em um plano.
Para isso, consideremos a seguinte configuracao: sejam r
e s duas retas perpendiculares, concorrentes em um ponto
O (veja a figura2l). Geralmente escolhemos r como sendo
uma reta horizontal, o que forga s a ser uma reta vertical.

Escolhendo pontos U € r e V' € s, ambos diferentes de
O, as retas r e s passam a ser eixos, conforme a definicao
dada acima.

Figura 2: eixos perpendiculares com mesma origem.

Salvo mencao em contrario, convencionamos escolher
U e V como na figura Bl ou seja, U a direita de O
e V acima de O. (Mais adiante veremos que, além
dessa escolha, ha essencialmente apenas mais uma escolha
possivel.) E também uma questao de convencao conside-
rarmos OU = OV, o que significa simplesmente que adota-
mos uma mesma escala sobre os eixos r e s. Também salvo
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mengao em contrario, sempre faremos isso neste texto, em-
bora em alguns casos seja conveniente a escolha de escalas
diferentes nos dois eixos.

Um plano no qual foram escolhidos e fixados dois eixos
perpendiculares, como descrito acima, é chamado plano
cartesiano.

———e g —————

Figura 3: coordenadas cartesianas de um ponto no plano.

Dado um ponto P em um plano cartesiano (veja a figura
B), sejam ' e s’ as retas passando por P e paralelas a r e
s, respectivamente. Seja x o ponto (identificado com sua
coordenada) sobre o eixo r, obtido como a intersegao de
s’ com r, e seja y o ponto (também identificado com sua
coordenada) sobre o eixo s, obtido como a intersecao de
r’ com s. Os nimeros reais z e y sao chamados coorde-
nadas cartesianas do ponto P. O numero = é chamado
abscissa de P e o numero y é chamado ordenada de
P. Essa construgao pode ser parcialmente resumida na
seguinte propriedade:

A cada ponto P de um plano cartesiano corresponde
um tnico par ordenado (z,y) de ntimeros reais, onde
x € a abscissa de P e y ¢é a ordenada de P.

O que ficou faltando justificarmos é porque esse par or-
denado (z,y) correspondente ao ponto P é dnico. Para tal,
basta mostrarmos como é possivel recuperar o ponto P a
partir de suas coordenadas.

Suponha, entdo, que conhecemos as coordenadas (z,y)
de P. Pelo axioma das paralelas, existe uma tunica reta
paralela a s e passando por x. A unicidade dessa reta
paralela implica (nas notagoes da figura B)) que ela é,
necessariamente, a reta s’. De modo analogo, a reta r’ é a
Unica reta que passa por y e é paralela a r. O ponto P é,
pois, recuperado a partir de x e y como sendo a intersecao

das retas v’ e s’. Isso mostra que o processo que usamos
para obter x e y a partir de P pode ser revertido, de sorte
que a correspondéncia entre P e o par ordenado (x,y) é
biunivoca.

A partir daqui, identificaremos um ponto P como o par
ordenado (z,y) de suas coordenadas. Entao, escreveremos
ponto (x,y) em vez de ponto correspondente ao par orde-
nado (x,y). A identificagdo entre ponto e par ordenado
permite descrever conjuntos de pontos no plano algebrica-
mente. Quando for conveniente, escreveremos P = (z,y).

Observe que, dados dois pontos A = (z1,y1) e B =
(2,y2), temos

A:B<Z>£C1:I2 e Yy = yYo.

Exemplo 1. O eixo das abscissas ¢, por defini¢ao, o
congunto Oz = {(z,0) | € R} (i.e., o eizo horizontal). O
eixo das ordenadas ¢, também por defini¢do, o conjunto
Oy ={(0,y) | y € R} (i.e., o eixo vertical).

O eizo das abscissas determina dois semiplanos: o se-
miplano superior X = {(z,y) | ¥y > 0} e o semi-
plano inferior X_ = {(z,y) | y < 0}. Da mesma
forma, o eizo das ordenadas determina o semiplano a
direita Y, = {(z,y) | = > 0} e o0 semiplano & esquerda
Y. = {(z,y) | = < 0}.

Os pontos (z,y) do plano cartesiano que néo pertencem
a um eixo sao tais que x # 0 e y # 0. Temos, assim, quatro
possibilidades (veja a figura Hl):

e se x >0 ey > 0 dizemos que o ponto (z,y) pertence
ao primeiro quadrante.

e se x < 0 ey > 0 dizemos que o ponto (z,y) pertence
ao segundo quadrante.

e se x < 0 ey < 0 dizemos que o ponto (z,y) pertence
ao terceiro quadrante.

e se z >0 ey <0 dizemos que o ponto (x,y) pertence
ao quarto quadrante.

Usando a notacao que estabelecemos acima, o primeiro
quadrante é a intersecao X N Y., o segundo quadrante
é a intersecao X_ NY,, o terceiro é X_ NY_ e o quarto
quadrante é Y_ N X;. Por uma questao de simplicidade,
escreveremos ++, —+, —— e +— para denotar, respectiva-
mente, o primeiro, o segundo, o terceiro e o quarto qua-
drantes.

Vimos anteriormente que uma reta pode ser orientada
de duas maneiras, e orientar uma reta significa, essencial-
mente, estabelecer o que é o sentido positivo de percurso.

Da mesma forma, hé apenas duas maneiras de orien-
tar o plano, e a orientd-lo positivamente significa, essenci-
almente, estabelecer qual o sentido positivo de rotagao.
Mais precisamente, orientar um plano significa escolher
um sentido de rotagao para passarmos do primeiro para
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22 quadrante 12 quadrante

3% quadrante 4° quadrante

Figura 4: quadrantes do plano cartesiano.

o segundo quadrante, depois para o terceiro, depois para
o quarto quadrante, voltando em seguida para o ponto
de partida, novamente no primeiro quadrante. Eviden-
temente, tal rotagao serda anti-hordria ou hordria, confir-
mando o fato de que sé ha duas orientacgoes possiveis.
Duas orientagoes de um plano sao equivalentes se uma
puder ser obtida a partir da outra por uma rotagao.

(a) (c)
—+ | ++ — | +-
—— —_—
— | +- —+ | ++
(b) (d)
+- | - ++ | —+
— D —
++ | -+ +- | -

Orientagdes positivas Orientagoes negativas

Figura 5: possiveis combinagoes de eixos.

Na figura B as orientagdes (a) e (b) sdo equivalentes.
Nelas, o percurso ++, —+, ——, +—, do primeiro ao quarto
quadrante, é feito no sentido anti-horario. As orientagoes
(c) e (d) também sdo equivalentes, mas nelas o percurso
do primeiro ao quarto quadrante ¢ feito no sentido horério.
Mas a orientacdo (a) ndo é equivalente & orientacao (c)
nem & orientagdo (d). A orientagdo (b) também nao é
equivalente & orientacdo (¢) nem & orientacao (d), porque

os sentidos de percurso do primeiro ao quarto quadrante
nessas orientagoes sao distintos.

Daqui em diante, convencionamos chamar a orientacao
dos itens (a) e (b) de positiva, e a orientagao dos itens (c)
e (d) de negativa.

Uma mudanca de orientacao de um plano cartesiano re-
sulta de uma transformacao do plano chamada reflexdo.
Intuitivamente, podemos dizer que, se vocé colocar o plano
cartesiano da figura [l (a) em frente a um espelho, a sua
imagem serd equivalente ao plano da figura[fl (d).

Exemplo 2. Em um plano cartesiano, os pontos (1,2),
(—1,3), (—2,—-4) e (3,—2) sao vértices de um quadrildtero.
Seguindo a ordem

(172) - (_173) - (_27 _4) - (37 _2) - (172)
esse quadrildtero € percorrido uma vez mo sentido anti-
hordrio. Pergunta-se: a orientacao desse plano cartesiano
€ positiva ou negativa?

Solucgao. Cada vértice do quadrildtero dado estd em um
dos quadrantes do plano cartesiano. A ordem em que os
vértices sao percorridos pode ser interpretada como a or-
dem em que os quadrantes sao percorridos, isto é, o cir-

cuito de quadrantes ++, —+, ——, +— é percorrido no sen-
tido anti-horario. Isso significa que a orientacao do plano
cartesiano é negativa. O

2 Distancia entre dois pontos no
plano cartesiano

Um plano cartesiano é positivamente (resp. negativa-
mente) orientado se sua orientagao for a que convencio-
namos chamar de positiva (resp. negativa.

Dados pontos A = (x1,y1) e B = (22,y2) em um plano
cartesiano positivamente orientado, queremos encontrar
um modo de calcular a distancia entre esses pontos. A
maneira mais imediata de fazer isso é calcular o compri-
mento do segmento de reta que liga esses dois pontos (veja
a figura[@)).

Para tanto, observe que o segmento de reta que liga os
pontos A = (z1,y1) e B = (x2,y2) é a hipotenusa de um
tridngulo retangulo cujos catetos medem |zy — z1| € |y2 —
y1]. Pelo Teorema de Pitdgoras, a distdncia d entre esses
pontos é, entao, dada por

d(A,B) = /(x2 — 21)? + (y2 — 11)%. (1)

(Note que nao é necessario escrever os médulos sob a raiz
quadrada pois os comprimentos dos catetos sao elevados
ao quadrado.)

A distancia entre pontos no plano cartesiano tem as se-
guintes propriedades:

(1) d(A, B) > 0, para quaisquer pontos A e B.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



Figura 6: distancia entre dois pontos de um plano cartesi-
ano.

(2) d(A, B) =0 se, e somente se, A = B.

(3) d(A,B) = d(B, A), para quaisquer pontos A e B do
plano cartesiano.

(4) Desigualdade triangular:
d(A, B) < d(A,C) + d(C, B),

para quaisquer pontos A, B e C do plano cartesiano
(veja a figurall). A igualdade ocorre se, e somente se,
os pontos A, B e C sao colineares e o ponto C esta
situado entre os pontos A e B.

Figura 7: a desigualdade triangular.

De fato, observe inicialmente que, como uma soma de
quadrados de nimeros reais é sempre maior ou igual a
zero, a raiz quadrada /(z2 — x1)2 + (y2 — y1)? estd bem
definida e é um numero real nao negativo.

Se A = B, entao r1 = x5 e y1 = y2 e, dal,

d(A,B) =+/(z2 — 1)? + (y2 — 11)?

= /02 + 02 = 0.

Reciprocamente, se d(A, B) = 0, entao

V(wg —21)2 4 (y2 — 1) =0,

o que implica (v — 71)? + (y2 — v1)?> = 0. Como uma
soma de quadrados é zero somente se cada parcela é igual
a zero, segue da ultima igualdade que 1 = x2 € y1 = yo,
logo, A = B. Isso prova o itens (1) e (2).

Para provarmos o item (4), basta percebermos que

d(B,A) = /(z1 — 22)2 + (y1 — y2)2

= V(@2 — 21)? + (y2 — 11)?
— d(4, B).

Para o item (4), daremos apenas uma justifica-
tiva geométrica (i.e., ndo apresentaremos argumentos
algébricos que justifiquem a validade da desigualdade do
item (4) em coordenadas). Para tanto, observe que, na
figura[7, o caminho mais curto para se ir de A até B é ao
longo do segmento de reta AB, com comprimento d(A, B).
Uma vez que o caminho poligonal AC'B tem comprimento
d(A,C) + d(C, B), devemos entao ter

d(A, B) < d(A,C) + d(C, B).

Ademais, os dois caminhos tém o mesmo comprimento se,
e somente se, o caminho poligonal confundir-se com o seg-
mento AB, o que ocorre se, e s6 se, os pontos A, B e C
forem colineares e C' estiver entre A e B.

Além de justificar geometricamente a desigualdade (4),
a figura [7] também justifica o nome desigualdade triangu-
lar. Na parte 2 desta aula, provaremos essa desigualdade
usando um método algébrico.

As propriedades (1), (2), (3) e (4) sao condigdes que
caracterizam a nogao de distancia, ou seja, se d é uma
fungdo que associa a cada par de pontos A e B do plano
um ndmero real d(A4, B) satisfazendo as condigoes (1), (2),
(3) e (4), entdo d pode ser usada para medir a distancia
entre os pontos A e B, num sentido especifico que pode nao
ser o euclidiano (i.e., pode ndo ser aquele ao qual estamos
acostumados). Vejamos um exemplo.

Exemplo 3. Imagine que vocé é um tazista dirigindo em
uma grande cidade, cujas ruas e avenidas formam um qua-
driculado e, vistas no mapa, sao sempre horizontais ou ver-
ticais. Seu tdxi pode circular livremente pelas vias da ci-
dade, mas nao pode atravessar as casas e prédios, de modo
que o movimento do tdzi so pode ser feito, em relagdo ao
mapa, na horizontal ou na vertical. Para simplificar, ima-
gine também que todas as ruas e avenidas da cidade sao
de mao dupla, i.e., podem ser percorridas em ambos os
sentidos.
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Figura 8: dois possiveis caminhos do taxi.

Podemos ver o mapa dessa cidade como um plano carte-
siano. Suponha que um passageiro subiu mo tdxri no ponto
A = (z1,y1) e deseja ir até o ponto B = (r2,y2). Qual a
minima distancia possivel que o taxi ird percorrer?

Ezxistem vdrios caminhos possiveis. O tazista pode op-
tar, por exemplo, por um dos dois caminhos destacados
na figura [8
possiveis, o comprimento total minimo do caminho do tdxi
serd a soma dos deslocamentos na horizontal e dos deslo-
camentos na vertical.

Na figura [8, temos Axy + Axg + Azxs + Azy = |29 —
1] e Ayr + Ays + Ays + Ays = |y2 — y1|. Em geral,
independentemente do caminho minimo escolhido, a soma
dos deslocamentos horizontais € |xa — x1| e a soma dos
deslocamentos verticais € |y2 — y1|. Assim, a distdncia
minima possivel percorrida pelo tdxi entre os pontos A e B
€ dada por

Entretanto, em um qualquer dos caminhos

dr(A, B) = |xa — 1| + ly2 — 1],

independentemente da escolha do caminho minimo que liga
Aa B.

Portanto, para o tazista, a no¢ao mais adequada de
distdncia entre os pontos (x1,y1) € (x2,y2) € a dada pela
férmula acima, e ndo aquela dada pela férmula ([), pdgina

3

Nas notagoes do exemplo anterior, observamos que a
distancia dp tem as mesmas propriedades (1), (2), (3) e
(4), satisfeitas pela distancia usual d.

Realmente, como dr(A4, B) é uma soma de valores abso-
lutos, ela é necessariamente um nimero real nao negativo.
Se dr(A,B) = 0, entdo |z2 — z1| + |y2 — y1] = 0, 0 que
implica 1 = 2 e y1 = y2, logo A = B.

E também claro que dp(A, B) = dp(B, A), pois |z, —
T2| = |v2 — 1] € [y1 — Yol = Y2 — v1l.

Finalmente, se C' = (z3,ys), entdo

dr(A, B) = |z1 — 22| + [y1 — y2
= [(z1 — x3) + (z3 — 2)|
+(y1 — y3) + (ys — v2)|
<1 — @3] + 23 — @2| + [y1 — ys| + |ys — ¥2|
= |y — 3|+ |y1 — y3| + |zs — 2| + |ys — v
=dr(A,C) +dr(C,B).

Assim, (4) segue.
Observamos ainda que, se A = (z1,y1) e B = (22, 42),
entao

dn (A, B) = max{|za — z1|, [y2 — y1]},

o maior dos nimeros |re — 21| € |y2 — y1|, também satisfaz
as condigoes (1), (2), (3) e (4). Logo, dy (A4, B) mede uma
“distancia” entre os pontos A e B. Deixamos a cargo do
leitor a verificagdo de que dps realmente satisfaz (1),(2) e
(3), bem como a interpretagao geométrica dessa distancia.

3 Comentarios sobre a origem da
Geometria Analitica

As ideias estudadas nesta aula nasceram do trabalho de
dois matematicos franceses: René Descartes du Perron
(1596-1650) e Pierre de Fermat (1601-1665). Descar-
tes é universalmente reconhecido como pai da Geometria
Analitica, tanto que o nome plano cartesiano vem de Car-
tesius que é a forma latinizada do nome Descartes. Isso
se deve em grande parte ao fato de Descartes ter publi-
cado, em 1637, como um dos apéndices o seu influente e
famoso Discurso do Método, um pequeno tratado chamado
La géométrie (A geometria), onde expbe as ideias funda-
mentais da Geometria Analitica.

Em contrapartida, apesar de Fermat ter o seu nome
ligado apenas acidentalmente & origem da Geometria
Analitica, a ele cabe a prioridade na descoberta desse
método, como pode ser constatado em uma carta escrita
a Roberval, datada de setembro de 1636, onde ele ex-
plica como funciona seu método, muito parecido com o
de Descartes, e afirma serem essas suas ideias anteriores
a 1630. Depois de sua morte foi publicado um trabalho
seu, em latim, chamado Isogoge ad locus planos et solidos,
onde ele discute as equagoes da reta, do circulo, de elipses,
parabolas e hipérboles.

Em linhas gerais, pode-se dizer que Descartes e Fermat
adotam abordagens inversas: enquanto Descartes comeca
com um lugar geométrico e obtém uma equagao, Fermat
comecga com uma equagao e obtém um lugar geométrico.
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Dicas para o Professor

Trés encontros de 50 minutos cada sao suficientes para co-
brir o material desta aula.

A nocao de plano cartesiano é central para boa parte da
Matemaética. A ideia de representar um objeto geométrico
por um ntmero ou por um par ordenado de ndmeros
nos permite transferir problemas geométricos para o uni-
verso algébrico, onde podem ser resolvidos sistematica-
mente. Ela também nos permite interpretar proble-
mas algébricos geometricamente, colocando a intuicao
geométrica a servigo da algebra. Essa “ponte” entre dois
mundos possibilitou o surgimento de boa parte da ma-
tematica que podemos chamar de avancada.

E interessante que o aluno esteja ciente de que a geome-
tria analitica é um método e que sua esséncia é a passagem
da geometria para dlgebra e o retorno da &dlgebra para a
geometria, por intermédio da nogao de plano cartesiano.

Uma discussao sobre coordenadas cartesianas pode ser
encontrada na sugestido de leitura complementar [1]. No
capitulo 1 da sugestao de leitura complementar [2], pode-
se encontrar uma discussao elementar da correspondéncia
entre nimeros reais e pontos de um eixo.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. E. L. Lima et al. A Matemadtica do Ensino Médio, vol.3.
Colegao do Professor de Matematica, Editora S.B.M., Rio
de Janeiro, 1998.

2. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, vol.l.
Colegao do Professor de Matematica, Editora S.B.M., Rio
de Janeiro, 2012.
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