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Apresentaremos, nesta aula, varios exercicios a respeito
de limites laterais (incluindo limites no infinito). Na segunda
secdo, apds enunciarmos um teorema fundamental sobre a
existéncia de limites laterais, definiremos a funcao exponencial
e estudaremos suas principais propriedades.

1 Exemplos

Exemplo 1. Seja f : R\ {2} — R a fungdo definida pela regra
f(x) _ |z% —3z42|+|22 —52+6]

2p—1 . Determine os limites laterais de

f mo ponto 2.

Solugdo. Vejamos que f(z) = —1, para cada o € (1,2),
enquanto que f(z) = 1, para todoa € (2,3). De fato, como
-3z +2=(r—1)(r—-2)ea?=5x+6=(z—3)(z —2),
vale, para cada x € (1,3) \ {2},

_ (=1 +[r=3])r=2]

f(x) 20— 9)
(x=1)—(x—3) |z—2|
B 2 -2
|z — 2]
=2
Logo, l <z < 2= f(z) = —1,a0 passo que 2 < = < 3 =
f(z) = 1o Dai, as igualdades lim,_,o+ f(z) = +1 seguem
imediatamente. O

Para o préximo exemplo, confira as convengoes estabeleci-
das apés a proposicao 5 da primeira aula desse médulo.

Exemplo 2. Calcule lim,_, ;- V\/li_ff’.

Solugéo. Primeiramente, como 1 — 3 = (1 — 2)(1 +x + 2?)
e(Vr—-1)(yVz+1) =2—-1=—(vV1—2)? (uma vez que
estamos interessados em valores de x menores que 1), um
pouco de algebra elementar da
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Vi—23 /(I —2)(1+z+a?)
Vr—1 VT —1
Vi—z-Vit+z+a22(Vz+1)
z—1
—V1+z+z2(Jr+1)
vVi—z '

Portanto,

lim V1—x3 lim —V1i+z+z2(Vz+1)

r—1— \/E— 1 rx—1— \/1 — X
VRN

0+

Exemplo 3. Encontre o valor do limite abaizo:

lim ( :c+\/:E—\/5).

T—+00

Solugao. Observando que

Vi E - W VB V(e t Va+ Va)
Vet etz

_Wrva—¢ %
VErVEAVE | e
_ 1
1+ 2=+ 1
segue-da igualdade lim,_, 1 % =0 que
1

lim T+ —+r= lim

T—+00 T—+00 \/ﬁ"’ 1

1 1
T VIFO0+1 2
http://matematica.obmep.org.br/ P.2

matematica@obmep.org.br



O

A seguir, é conveniente lembrar-se de que |z] denota a
parte inteira do ntimero real x (veja o primeiro exemplo da
aula anterior).

Exemplo 4. Sejam a e b numeros reais positivos. Prove que:
(i) limg o+ 2 [Z] = 0.

(i) lim,_o- 2 |Z]| = +oo.
Solugdo. Para o item (i), observe que 0 < x < a implica
0 < 2 <1, de forma que [Z] = 0. Assim, %L%J =0,
para cada x pertencente ao intervalo (0,a), de onde segue a

igualdade lim, o+ 22| = 0.
Quanto ao item (ii), se —a < 2 < 0, entdo —1 < £ < 0.

Portanto, [ %] = —1 e, dai,

b|zx b

O Lty ” )

z LEJ a’ (1)
para todo z € (—a,0). Como lim, ,o- 2 = & = —o0, segue
de que lim,_,q- %L%J = foo. -

. 1—cos(V/sen t)
Exemplo 5. Calcule lim;_,q+ son(V/TcosD) "

Solugao. Vamos lembrar do limite trigonométrico fundamen-

tal:
sen T

il_% = 1. (2)
Em particular,

lim senz = 0, (3)

z—0

pois lim,_,gsenx = lim,_,q (x . %) =0-1=0.
Além disso, de acordo com o exemplo 3 da aula O Teorema
do Sanduiche, do médulo anterior, vale
1—cosz 1
lim ——— = —. 4
x—0 5C2 2 ( )
Agora observe as seguintes mudancas de varidvel nos limites
acima (vide teorema 4 da aula anterior):
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o Por (3), vale lim;_,o+ v/sent = 0, de sorte que, tomando

z = /sent em ({4]), obtemos

. 1 —cosvsent 1
lim — o VIR 2 (5)
t—0+ sent 2

e Sendo limy_9 /1 —cost = /1 —cos0 = 0, podemos

tomar & = /1 — cost em () para escrever

i sen+/1 — cost
im——
t—=0 /1 —cost

Desse modo, pelas relacoes , , , @ e as regras de
limites, vem que

I 1 — cos(v/sent)

im ————"=

t—0+ sen(m)

1 — cos(v/sent _sent t2 \/1 — cost

~1. 6)

= lim

t—0+ sent I — cost sen(y/1 — cost)
. 1—cos(v/sent) .. sent
= lim -+ lim y
t—0+ sent t—0+t {

, v1—cost
< lim g ———
t—0+ V 1 —cost t%O* sen(/T — cost)

1 V2
=-.1-4/2:1 =22,
2 V2 2

O

Exemplo 6 (IMO/1985 - Longlist). Encontre todas as fungdes
f : R = Rque satisfazem as duas condi¢des a sequir:

(@) f(z+y)+ flz—y) =2f(2)f(y), para todos z,y € R.
(b) limg— 100 f(z) =0.

Solucgao. E claro que a func¢ao identicamente nula satisfaz
as condigoes no enunciado. Veremos, a seguir, que ela é a
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unica. De fato, fixado um nimero real a, facamos x =t + a
e y =t na equagao funcional para obter

f@t+a)+ fla) =2f( +a)f (D),

para qualquer ntimero real t. Fazendo ¢ — +00 na igualdade
acima e observando que
Jim f(6) = lim f(t+a)= lim_f(t+20) <0,

vem f(a) = 0. Por fim, como o ntmero a foi escolhido
arbitrariamente, provamos que f ¢ identicamente nula. | [J

2 Monotonicidade e limites laterais

Dados um subconjunto nao vazio X de R e uma funcao real
f: X = R, élicito analisar o limite lateral & esquerda (resp.
direita) de f num ponto a desde que existam pontos no
dominio X de f arbitrariamente proximos de a e situados a
esquerda (resp. & direita) de a.

De modo mais preciso, o estudo do limite a esquerda
(resp. direita) de f em a faz sentido desde que a intersecao
X N (a—da) (resp. X N (a,a+9)) seja ndo-vazia, para todo
§>0[

Assim, se o dominio X da funcao f for um intervalo
(aberto, fechado ou semiaberto) I de extremos a e b, com
a < b, entao faz sentido considerar os limites laterais, a
esquerda e a direita, de f em qualquer ponto c interior a [
ﬂ Entretanto, no ponto a (resp. b), apenas o limite lateral a
direita (resp. a esquerda) de f faz sentido.

Por outro lado, se o dominio X da funcao f for o conjunto
7Z dos ntumeros inteiros, entdo ndo faz sentido considerar
limites laterais de f em ponto algum.

INa literatura, essa condigdo costuma ser expressa dizendo-se que a
é um ponto de acumulagdo a esquerda (resp. a direita) do conjunto X.
Compare com a definicdo apresentada na 1% secdo da aula Limites de
Fungades.

2Se tais limites existem, é outra histéria.
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Como entre quaisquer dois nimeros reais distintos ha
sempre um nimero racionaﬂ faz sentido considerar os limites
laterais de uma funcao f: Q — R em qualquer ponto a € R.
A seguir, veremos um exemplo interessante, nesse sentido.

Dado um numero real a, a funcdo R, : R — R dada
por R,(x) = 2a — z é a reflexdo em torno do ponto a: como
(Ry(z)+x)/2 = a, a é o ponto médio do segmento de extremos
x e Ry(x).

Se a for um ndmero racional, entdo R,(x) também sera
racional, sempre que x o for. Por outro lado, se a for irracional,
entdo R,(x) nunca serd racional, caso x o seja. Para a ¢ Q,
vamos definir uma funcao S, : Q — Q, a reflexdo racional
em torno de a, a qual reterd algumas propriedades uteis da
fungdo R,.

Qualquer ntmero racional r se escreve, de modo finico,
como r = my./n,, com m, € Z,n, €N e m,,n, primos entre
si. Definindo o inteiro p, como a parte inteira de an,., é
imediato que Z—: <a< % (a primeira desigualdade é
estrita porque a é irracional). Assim, definimos (acompanhe
na figura [1))

2p, +1
Sa(r) = oL,
n,
po e Poa mEl gy
n, n, n,

Figura 1: a reflexdo racional S,.

3Esse fato serd demonstrado na proposicio 2 da aula Continuidade
em um Ponto do médulo de Fung¢des Continuas.
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Exemplo 7. Mostre que a funcdo S, tem as seguintes propri-
edades:

(1) r<a= 94(r) > a.
(#) lim,_,q- Sa(r) = a.

Prova. Para o item (i), se 7 = 2= < a, entdo m, < an,,
me < P
de sorte que m, < |an,| = pr, ou 'seja, 7= o= < P Dai,

Sa(r) = pTH + (ff —7r)>a.

Para estabelecer o item (ii), comegamos observando que a
desigualdade r < £ < a, juntamente com o teorema do. con-
fronto (que contlnua valido nessa situacdo, como é imediato
verificar), dao lim, _,,- 2= = =a.

Afirmacado: lim,_,,- n, = +o0.

Com efeito, dado um ntmero natural arbitrario k, seja
6 > 0 a menor das distancias a — Lajﬁ, para j = 1,2,....k.
Se, para algum ntmero racional r; tivéssemos a — 1 < ¢ e
nrgk,valeriaéga—LanirJ a—zr <a—r<9d,oqueé
impossivel. Portanto, devemos ter n, > k, para todo niimero
racional r € (a — §,a), justificando a afirmacao feita.

Segue da afirmacdo acima que

2pr +1
lim S,(r) = lim <p—|— - 7">
r—=a~ r—a~ n,
: pro, 1
= lim (2—+ — —r
r—a~ Ny Ny
=2a+0—-a=a,
como desejado. O

Voltando a situacao geral de uma funcao f : X — R, tome
a € R tal que haja sentido considerar lim,_,,- f(z) (resp.
lim, .+ f(z)). Diremos que f é limitada a esquerda (resp.
a direita) do ponto a quando, para algum J > 0, a restrigdo
fixn(a—s.a) (xesP. fixn(a,ats)) for limitada.
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Evidentemente, se essa funcao f for mondtona, entao f
serd limitada a esquerda e & direita de a, para todo niimero
real a. Nesse sentido, o teorema a seguir garante a existéncia
dos limites laterais do paragrafo anterior, muito embora nao
dé pista alguma sobre como calcula-los.

Teorema 8. Seja f : X — R uma funcdo mondtona.

(a) Se o limite & esquerda de f no ponto a fizer sentido e f
for limitada d esquerda de a, entdo existe lim,_,,— f(z).

(b) Se o limite & direita de f no ponto a fizer sentido e f
for limitada d direita de a, entdo existelimy—,+ f(x).

Esse teorema serda demonstrado na 22 parte da aula Con-
tinuidade em um Ponto do médulo de Func¢oes Continuas.
Todavia, podemos demonstrar a seguinte versao do teorema
fel

Proposicao 9. Seja f :' X — R wma fun¢do mondtona. Se
o limite d esquerda (resp. a direita) de f no ponto a fizer
sentido e f for ilimitada o esquerda (resp. d direita) de a,
entdo limy,_,o— f(z) (resp. lim,_, .+ f(x)) existe e é infinito.

Prova. Suponhamos que f seja mondtona nao-decrescente.
Trataremos apenas do limite lateral a esquerda, sendo o
argumento para o limite a direita completamente analogo.
Afirmamos-que lim, .- f(z) = +o0o. Com efeito, fixemos
um ponto b € X, com b < a. Dado um ntmero M > 0
arbitrario, deve existir algum zg € X N (b,a) satisfazendo
f(zo) > M. Caso contrario, terfamos f(b) < f(z) < M, para
todo & € XN (b,a), contradizendo o fato de f ser ilimitada a
esquerdade a. Logo, sendo f(z) > M,z < a, definimos o
nimero positivo § = a — xg para ter

reXN(a—-da)=a—z<a—z0=2>20
= f(z) > f(xo) = f(z) > M.

Isso estabelece a afirmagao e encerra a demonstragao. O
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Observacdo 10. Com adaptagoes naturais, é possivel obter
versoes do teoremal[8 e da proposi¢ao[d para limites no infinito.
Por exemplo, se [ : [a, + 00) for uma fung¢do crescente,
entdo existe lim,_, o f(x), sendo esse limite finito ou 400,
conforme f seja ou ndao limitada.

A solugdo do préximo problema (vide [3]) faz uso do
teorema [§

Exemplo 11 (IMO/2020 - Shortlist). Determine todas as
fungoes f: (0,4 00) = (0, 4+ o) satisfazendo

fl@+ flzy) +y = f(@)fy) + 1 (7)

para quaisquer nUmMeros reais x €.

Solugdo. Se f é uma fun¢do nas condigoes do enunciado,
afirmamos que f € crescente. Primeiro vejamos que [ é
injetiva. Fazendo x =1 em , obtemos

fOf) +1—=f(1+ f(y)).
Assim, se f(y1) = f(y2), entdo
(
(

Df(y) +1 =1+ f())
Df(y2) + 1= F(1+ f(y2))

f
f
Y2,

ou seja, f-€ injetiva.
Agora vamos fixar y > 0 e observar que a fungdo g(z) =
x4 f(zy);ax >0, também é injetiva. Realmente,

g(x) =g(@") = f(g(x)) = f(g(z"))
= f@)f(y) +1—y=fa")f(y) +1~
= f(z) = f(@') =z =2

Dessa forma, se 0 < x1 < 2, temos g(z1/y) # g(z2/y)
ou, ainda, %1 + f(z1) # 12 + f(x2), o que também pode

ser escrito como w #* 1, relacdo valida para todo
2—%1
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y > 0. Como qualquer niimero positivo é da forma %, para

algum y > 0, somos levados a concluir que AN ()] <0,

ro—Tq1
ou melhor, W < 0, pois f é injetiva. Dai segue que

f(z1) < f(z2), demonstrando a afirmacao do inicio.
Pelo teorema |8 para cada a > 0 existe lim, .+ f(x), 0
qual também é um ntmero nao-negativo. (Por qué?) Sejam

= i = :
p=lm f(z) e q= lim f(z)

Fazendo z — 07 em (7), vé-se que f(z),z + f(zy) — p,
logo f(z + f(wy)) = q e, portanto, g +y =pf(y) + 1, para
cada y > 0. Em particular, devemos ter p > 0, pois, do
contrario, teriamos ¢ + y = 1, para todo y >0, o que é
um absurdo. Logo, f é (a restri¢go de) uma fungdo afim:
fly) = %y—l—q;%, isto é, f(y) = ay + B, emque o = % >0

e f = L. Substituindo essa tltima relacio na equacio

funcional, obtemos a(z+azy+6)+L+y = (az+p8)(ay+5)+1,
ou seja,

(a—aB)z+(1-aB)y+af+8—-p>-1=0, (8)

para quaisquer x,y > 0. Fazendo z =y — 0, vem af + 8 —
% —1 = 0. Retornando a equagio , fazemos y — 0 para
obter (« — aff)a = 0, para todo z, isto é, a — aff = 0, logo,
B=1 Dai,a-14+1—-12-1=0d4 o = 1, de modo que
flx)=z+1.

Reciprocamente, € facil verificar que f(x) =+ 1 é uma
solucdo da equagao funcional . Assim, f(x) =z +1éa
lnica solugao. O

2.1 A funcao exponencial

Seja b um namero real positivo. Se a é um ntmero real
qualquer, queremos definir a poténcia b® como o tnico nimero
real que admite como aproximagoes por falta (resp. por
excesso) as poténcias b”, com r racional e menor (resp. maior)
que a. Mais precisamente, queremos escrever

b := lim b". (9)

T—=a
reQ
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Precisamos, pois, demonstrar a existéncia do limite no se-
gundo membro da igualdade acima.

Se o ndmero racional r se escreve como r = m/n,m €
Z,n € N, lembre que, por definicdo, b" = /b™. Na aula
Funcgoes Exponenciais e suas Propriedades, do médulo Fungao
Exponencial, prova-se que a fungao exponencial de varidvel
racional, f : Q = R, fi(r) = b", é crescente ou decrescente,
conforme se tenha b > 1 ou 0 < b < 1, respectivamente
(obviamente, f; =1, ou seja, 1”7 = 1, para cada r racional).
Desse modo, para qualquer b > 0, f; é uma fun¢do mondtona.

Afirmamos, pois, que f, serda limitada a esquerda e a
direita de a, para todo ntmero real a. De fato, tomando
nimeros racionais r e s tais que r < a — l,a + 1.< s, vale

min{fy(r),f5(s)} < fo(z) < max{fp(r),fo(s)},

para cada z € QN (a—1,a+1). Dai, pelo teorema existem
os limites laterais lim,_,,~b" e lim,_,,+ b", para todo a € R.

Resta, pois, demonstrar que esses limites laterais sao
iguais. Para tanto, comecamos com o seguinte

Lema 12. lim,_,ob" = 1.

Prova. Para fixar as ideias, suponhamos b > 1. Comecemos
mostrando o limite lateral

Jim b= 1. (10)

Recordando ' a relacao lim,, oo b =1 (veja o exemplo 8
da aula anterior), dado € > 0, existe um numero natural ng

1
satisfazendo b70 —1 < e. Logo, r € Q,0 < r < 7%0 = 1<
br <b% < 1+e¢, isto é,

1
reQi<r< —=1"-1<e,
no

demonstrando a igualdade desejada. Agora, da

r=—s . 1
lim " "=" lim b™* = lim — = 1.
r—0— s—0+t s—0+ bs
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Por fim, como os limites laterais lim,_ ¢+ b" existem e sdo
iguais a 1, o limite bilateral lim,_,o " também existe e vale
1. O

Proposicao 13. Para cada nimero real a, o limite lim,._,, b"
existe e € positivo. Além disso, se a for um numero racional,
digamos a = 7*, entdo lim, ,, b" = Vb™.

Prova. Continuamos supondo b > 1. Primeiramente, veja-
mos que cada limite lateral lim,_,,- 0" é positivo. De fato,
fixando um numero racional s < a, temos b° < b", para cada
ntmero racional r do intervalo (s,a). Fazendo r — a, o
teorema da permanéncia do sinal nos da 0 < b° < lim,._, ,~ b"

Agora seja a¢ um numero irracional e considere a re-
flexao racional S, em torno de a (exemplo (7). Uma vez
que S,(r) — a* quando r — a”, temos lim,_ .+ b" =
lim,_, ,— b5+ de onde segue que

lm, o+ " lim,e,,- b5e()

lim, o= b"  lim,_,- b"
i bSa(T')
=y
= lim ()"
r—a—

=1

3

pelo lema jd que Su(r) —r - a—a=0,quando r — a~.
Assim, os limites laterais da fungdo exponencial f; no ponto
a existem e sao iguais, de modo que também existe o limite
bilateral lim, ., b".

Finalmente, seja ¢ um ntmero racional. Assim,

lim b° = b lim b5~ "= “ b lim b" = b°,
s—a s—a r—0

pelo lema [12] O

Pela proposicao anterior, a relagdo @D define uma funcgao
fo : R — (0,4 00), a funcdo exponencial de base b, estendendo
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a funcao exponencial de base b e expoente racional. Para
cada nimero real z, temos

fo(z) =b" := lim b".

r€Q

Concluimos este material colecionando, no préximo resul-
tado, as principais propriedades da fungao exponencial.

Teorema 14.

(i) fo € uma fungdo crescente (resp. decrescente) se'b > 1

(resp. 0 <b<1).
(i) Para cada nidmero real a, lim,_,q4b% = b*.

(#5i) b*bY = b* 1Y, para quaisquer x,y € R.

)
)
)
)

(iv) (b*)Y = b™Y, quaisquer que sejam 0s nUmeros reais .y.
(v) (be)* = b*c*, para quaisquer b,e > 0 e z'€ R.
Prova.

(i) Dados dois niimeros reais x,y, com x < y, tome nimeros
racionais u e v tais que £ < u < v < y. Se b > 1, entao
b" < b < b¥ < b® para quaisquer niimeros racionais r e s
satisfazendo z < r < u < v < 5 < y. Fazendor — z% e
v — y~, o teorema de permanéncia do sinal garante que
b* = lim 0" <b" < b’ < lim b° =Y,
r—xt s—=y~
de onde se conclui a desigualdade b* < bY. Assim, f, é

crescente (prova-se do mesmo modo que 0 < b < 1 = f;
decrescente).

(if) Segue da monotonicidade de f, que os limites laterais
lim,_,,- b° e lim,_,,+ " existem. Por outro lado, é evidente

que lim,_,,- b* = lim rosa b" e lim,_,,+ b =lim,_ .+ 0", de
reQ
onde seguem as 1gualdades lim,_,,- b = b* = lim,_,,+ b",

estabelecendo o que nos foi proposto.
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(iii) As demais propriedades seguirdo das relagoes ji esta-
belecidas para a funcdo exponencial de variavel racional
“passando-se o limite”. De fato, sabemos que b"b% = b"T5,
para quaisquer 7,5 € Q. Fazendo r — x, vem b*b* = b* TS5,
Agora fazendo s — y, b*b® — b*bY, ao passo que, pelo item
anterior, b*T* — b*TY,

(iv) De (a")® = a"®,7,s € Q, ¢ as regras aritméticas para
limites, vem (a®)® = a®®, ao se fazer r — x. Se agora fazemos
s — y, obtemos o resultado desejado.

(v) Deixamos esse item ao encargo do leitor. O

Dicas para o Professor

Um fator complicador-na solugido do exemplo (11)) é a
impossibilidade de se fazer x = 0 ou y = 0 na relacdo funcional
. Sugerimos que o professor discuta com sua turma a
variante daquele exemplo que consiste em tomar o intervalo
fechado [0, + o0) como dominio da fungdo f. A resposta,
entretanto, fica inalterada.

Trés sessoes de 50min devem ser suficientes para expor o
conteido desse material.

Sugestoes de Leitura Complementar

1. A. Caminha. Fundamentos de Cdlculo. 22 ed. Rio de
Janeiro: SBM, 2022.

2. H. L. Guidorizzi. Um Curso de Cdlculo, vol. 1. 62 ed.
LTC, 2018.

3. IMO/2020 - Shortlisted Problems (with solutions)
https://www.imo-official.org/problems/IMO2020SL.pdf
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