Material Teérico - Médulo de MATEMATICA FINANCEIRA
Financiamentos
Primeiro Ano do Ensino Médio

Autor: Prof. Francisco Bruno Holanda
Autor: Prof. Antonio Caminha Muniz Neto

20 de agosto de 2018

7/ PORTAL DA
MATEMATICA

OBMEP



1 Introducao

Neste material, iremos aplicar os tépicos que aprende-
mos nos materiais anterior em um tema de extrema im-
portancia, nao s6 para aqueles que desejam aprender ma-
tematica financeira, mas também para todas as pessoas
que contraem dividas ou realizam financiamentos para a
compra de bens de alto custo, como automoveis e iméveis.

Quando compramos uma casa, por exemplo, assinamos
um contrato de hipoteca com uma instituicao financeira
(um banco, por exemplo). Nesse contrato, fica acordado
que a instituicado nos emprestard o dinheiro necessario para
efetivar a compra do imével, em troca de pagamentos
periddicos futuros.

Esses pagamentos possuem duas fungoes: parte deve pa-
gar os juros correspondentes a atualizacao monetaria da
divida e o restante serve para amortizar, ou seja, dimi-
nuir o saldo devedor original. A estrutura de pagamentos
ao longo do tempo recebe o nome de sistema de amor-
tizagao.

Ao longo deste material, abordaremos os dois tipos de
sistema de amortizacao adotados no sistema financeiro bra-
sileiro: o sistema Price e o sistema de amortizagao cons-
tante (SAC). Porém, existem ainda o sistema americano,
o sistema alemao e o sistema misto.

Na préxima secao, introduziremos o conceito de tabela
de amortizagao que é a mesma para todos sistemas de
amortizacao, independentemente de suas caracteristicas
préprias.

2 Tabela de amortizacao

Considere a situacao na qual um individuo toma empres-
tado uma quantia Sy a uma taxa de juros i, que deve ser
paga nos préximos n periodos. O processo de amortizagao
se dard ao final dos periodos de 1 a n, e pode ser descrito
nos seguintes itens:

i. O pagamento a ser realizado no periodo k serd deno-
tado por Pg; o saldo devedor imediatamente apds o
pagamento do periodo k serd denotado por Sj.

ii. Para k > 1, entre os periodos k — 1 e k ha incidéncia
de Jj, juros sobre o saldo devedor Sj_1.

iii. Dessa forma, o pagamento Py deve suficiente para co-
brir os juros Jx = Si_1 - i da divida, bem como amor-
tizar parte da divida original. Essa amortizacao sera
denotada por Ay.

iv. Além disso, os pagamentos devem ser tais que o saldo
devedor apds o ultimo periodo seja igual a zero.

As informacoes acima podem ser prontamente resumi-
das no conjunto de equagoes , as quais sao validas para

qualquer sistema de amortizagao.

Jp = Sg—1 -4
P, =J, + Ag. (1)
S, =0.

Delas, decorre também a composicao do saldo devedor
Sk+1, descrita a seguir:

Sk+1 = Sk + Je+1 — Pry1

= Sk + ST — Apg1 — Sl

- Sk - Ak+1.
A seguir, apresentamos a chamada tabela de amor-

tizacao , que pode ser construida facilmente em Excel
de forma recursiva, utilizando as identidades acima.

Tabela 1: tabela de amortizacao.

Periodo | Juros | Amortiz. | Pagam. | Saldo Devedor
0 So
1 J1 Ay Py S1
2 Jo Ay Py So
3 J3 Ag, Ps SQ
n—1 Jn—1 An_q P, Sn—1
n Jn A, P, Sh

3 Sistema de amortizacao constan-
te (SAC)

No sistema de amortizagao constante, todas as amor-
tizagoes sao iguais, ou seja:

A=Ay =...= A, = A.
Iterando a recorréncia Sy = Si_1 — A, obtemos
S, =8 — A1 — Ay —---— A,. (2)

Fazendo k = n e utilizando o fato de que S,, = 0 e a
amortizacao é constante, temos:

0=S5, =S —-(A+A+A+---

n vezes

+A):So—7’LA,

de modo que

Além disso,

Sk:So—kA:SO—kTSO:M.

n
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Consequentemente,
Jo= Sy i 0= (k=) So(n—k+1)i
n n
e
Soln—k+1)i S
_ Son—k+1)i  So
n n
= éﬂlﬁﬁfgjiigz _ (k _ 1)5%1%.
n n

Em particular, veja que os valores dos pagamentos sao de-
crescentes ao longo do tempo e que sao termos de uma
progressao aritmética.

Vejamos o sistema SAC em ag@o nos dois exemplos a
seguir.

Exemplo 1. Geovana contratou um empréstimo de 1.000
reais pelo SAC a uma taza de juros de 3% ao més. Ela ird
realizar o pagamento em quatro parcelas mensais. Faga
a tabela de amortizacdo e diga qual € o wvalor da ultima
prestacao.

Solucgao. No primeiro periodo o empréstimo é feito, ge-
rando um saldo devedor de Sy = 1.000, porém nao ha pa-
gamento nesse més. Sabemos que no SAC as amortizagoes
sdo constantes. Sendo assim, cada amortizagdo é igual a
A= % = 250. Veja que a taxa de juros é de 3% ao més,
gerando um total de J; = % - 1.000 = 30 reais em juros
no primeiro periodo. Assim, se o saldo devedor ao final do
periodo 1 é S; = 1000 — 250 = 750, o valor do pagamento

sera P, = 250 + 30 = 280.

Periodo | Juros | Amort. | Pagam. | Saldo Dev.
0 1000
1 30 250 280 750

Continuando para o segundo periodo, os juros serao de
Jo = 3% - 750 = 22,50 e o pagamento serd de P, = 250 +
22,50 = 272,50. Temos, entao, a tabela a seguir:

Periodo | Juros | Amort. | Pagam. | Saldo Dev.
0 1000
1 30 250 280 750
2 22,50 250 272,50 500

Por fim, para os ultimos dois periodos, temos sucessi-
vamente J3 = 3% - 500 = 15 e P3 = 250 + 15 = 265;
Jy = 3% - 250 = 7,50 e o pagamento serd de P, =
250 + 7,50 = 257,50. A tabela de amortizacao completa é
como a seguir:

O

Exemplo 2. Na Figura[l, apresentamos grdficos que mos-
tram como os valores de juros, amortizacoes, pagamentos
e saldos devedores se comportam ao longo do tempo no

Periodo | Juros | Amort. | Pagam. | Saldo Dev.
0 1000
1 30 250 280 750
2 22,50 250 272,50 500
3 15 250 265 250
4 7,50 250 257,50 0

sistema SAC. Tais grdficos sao relativos a um empréstimo
no valor de Sy = 200.000, financiado em n = 360 meses a
uma tazxa de i = 1% ao més. Como exercicio, sugerimos ao
leitor escrever as primeiras linhas da tabela de amortizacdo
correspondente a essa situacdo, a fim de convencer-se de
que os formatos dos grdficos sao os apresentados.
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Figura 1: grafico da tabela SAC.

4 Sistema Price

O sistema Price, também é chamado de sistema francés de
amortizacao, recebe este nome em homenagem a Richard
Price, que o apresentou pela primeira vez em 1771 no seu
livro “Observagoes sobre Pagamentos Remissivos”.

No sistema Price de amortizacao, o valor da parcela é
constante. Além disso, sendo i a taxa mensal de juros, n
o numero de periodos e Sy o saldo devedor inicial, o valor
P dos pagamentos é dado pela relagao

Sot
P=—r—-——. 3
(1t 3)
O ndmero W é chamado de fator de recuperacao
de capital.

Antes de nos debrugarmos sobre o problema geral do
calculo de juros, amortizagoes e saldos devedores no sis-
tema Price, examinemos o seguinte

Exemplo 3. Marcos deseja comprar um carro no valor de
20.000 reais e achou um banco que aceitou financiar este
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valor pelo sistema Price, cobrando uma taza de 2,5% ao
més. Calcule o valor da prestagcao nos seguintes casos:

a) n =24 meses.

b) n =48 meses.

Solugao. Para encontrarmos o valor do pagamento men-
sal, basta aplicarmos os valores Sy = 20.000 e ¢ = 2,5%,
juntamente com o respectivo valor de n, na relacao .
Com o auxilio de uma calculadora ou computador, obte-
mos

20000 - 0, 025
pP= ’ >~ 1.118,25.
) 1— (1+0,025) 2 8,25
20000 - 0, 025
b) P ’ = 720,11.

T 1-(1+0,025)
0

Ainda em relagao ao exemplo anterior, veja que, ao
dobrarmos o tempo do financiamento (de 24 para 48
meses), o valor do pagamento mensal ndo diminui pela
metade, mesmo que mantenhamos a taxa de juros (2,5%).
Isto se deve ao fato de um financiamento mais longo
estar relacionado a um pagamento total de juros maior.
Intuitivamente, isso ocorre porque passa-se mais tempo
pagando juros ao banco.

Para calcular os valores dos juros, amortizacoes e saldos
devedores no sistema Price, partimos da tiltima identidade
das amortizagoes: Siy1 = Sk+ Jk+1— Pry1. Como Jr41 =
Ski e Pyy1 = P, temos Si41 = Sk(1+i)—P. Reescrevendo
essa ultima relagao com k — 1 no lugar de k, obtemos o par
de equagoes:

Sk+1=Sk(1+i)—P
Sk =Sk1(1+1i)—-P
Subtraindo uma da outra membro a membro, encontramos
Sk1 — Sk = (Sk — Sk—1)(1 +1),
ou seja (novamente da dltima identidade das amortizagoes)
App1 = Ap(1+19).

Entéao, percebemos que a sequéncia (Ag)r>1 é uma pro-
gressao geométrica (PG) de razdo 1 + ¢. Como A; =
P — Sy, temos que
A=A (1 +i) 1 = (P — Spi)(1 + )" L.
Utilizando novamente (2)) (que, coforme vimos, é valida

para qualquer sistema de amortizagao), juntamente com a
férmula para a soma dos termos de uma PG, obtemos

Sk :So—(A1+A2+"'+Ak)

_g A+ - A
O T+ -1
_ s, Al(l—&—z:)k—Al
1
(P — Spi)((1414)* — 1)
:SO_ B

7

Por fim, uma vez que Ji = Si_1 -4, segue do que fizemos
acima que

Jy = Soi — (P — Spi)((1 +4)k=1 —1).

Exemplo 4. Geovana contratou um empréstimo de 1.000
reais pelo sistema Price a uma taxa de juros de 3% ao
més. FEla ird realizar o pagamento em quatro parcelas men-
sais. Faca a tabela de amortizacdo e diga qual € o valor
da ultima prestacao.

Solucao. No primeiro periodo o empréstimo é feito, ge-
rando um saldo devedor de Sy = 1.000, porém nao ha
pagamento neste més. Sabemos que no sistema Price os
pagamentos sdo constantes. Neste caso, segue de (3) que
cada pagamento é igual a

1.000 - 0,03

_ =~ 269, 03.
1—(1+0,03)~4 ’

Veja que a taxa de juros é de 3% ao més, gerando um
total de J; = 1% - 1.000 = 30 reais em juros no pri-
meiro periodo. Assim, a amortizagdo do primeiro periodo
serd A; = 269,02 — 30 = 239,02 e o saldo devedor serd
S1 = 1000 — 239,02 = 760,98. Obtemos, portanto, as

duas primeiras linhas da tabela de amortizagao:

Periodo | Juros | Amort. | Pagam. | Saldo Dev.
0 1000
1 30 239,03 | 269,03 760, 98

Continuando para o segundo periodo, os juros serdao de
Jo = 3% - 760,98 = 22,83, enquanto a amortizagao serd
de Ay = P, — J, = 269,03 — 22,83 = 246,20 e o saldo
devedor de Sy = S — Ay = 760,98 — 246, 20. A tabela de
amortizacao ganha sua terceira linha:

Periodo | Juros | Amort. | Pagam. | Saldo Dev.
0 1000
1 30 239,03 | 269,03 760, 98
2 22,83 | 246,20 | 269,03 514,78
Por fim, para o terceiro  periodo, temos
Js = 3% - 514,78 = 15,44, com amortizacao

Az = 269,03 — 15,44 = 253,59 e saldo devedor sera
S3 = Sy — A3 = 524,78 — 253,59 = 261,19; para o
quarto e ultimo perfodo, temos Jy = 3% - 261,19 = 7, 83,
Ay = 269,03 — 7,83 = 261,20 e Sy = S3 — Ay =
261,19 — 261,20 = —0,01.

Observagao: o valor residual Sy = —0,01 ocorre ape-
nas devido as aproximagoes que fizemos ao longo da cons-
trugao da tabela. Na pratica, esses erros residuais sao in-
corporados a iltima parcela.

O
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Periodo | Juros | Amort. | Pagam. | Saldo Dev.
0 1000
1 30 239,03 | 269,03 760, 98
2 22,83 | 246,20 | 269,03 514,78
3 15,44 | 253,59 | 269,03 271,19
4 7,83 | 261,20 | 269,03 —0,01

Exemplo 5. Na Figura [3, apresentamos os grificos que
mostram como os valores de juros, amortiza¢des, pagamen-
tos e saldos devedores se comportam ao longo do tempo no
sistema Price. Tais grdficos sao relativos a um empréstimo
no valor de Sy = 200.000, financiado em n = 360 meses a
uma tazxa de i = 1% ao més. Como exercicio, sugerimos ao
leitor escrever as primeiras linhas da tabela de amortizacdo
correspondente a essa situacdo, a fim de convencer-se de
que o0s formatos dos grdficos sGo os mostrados.

Compare essa figura com a Figura[ll Veja que o valor do
pagamento € inicialmente maior na tabela SAC em detri-
mento da tabela Price, mas que este valor vai diminuindo
ao longo do tempo e que eventualmente torna-se menor do
que o pagamento fizo da tabela Price.
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Figura 2: grafico da tabela Price.

Sugestoes ao Professor

Recomenda-se que o professor utilize pelo menos dois
encontros de 100 minutos cada para apresentar o contetido
presente neste material. No primeiro encontro, ensine os
principios basicos do sistema SAC e resolva os exercicios.
Se possivel, preencha as tabelas de amortizagao utilizando
algum software para criagao de planilhas; faga isso passo a
passo, sem pressa. No segundo encontro, repita a mesma
metodologia para o sistema Price.

Um dica interessante é recriar os gréaficos presentes neste
material (e outros semelhantes) utilizando o Geogebra ou

até mesmo os softwares de planilhas. E possivel encontrar
mais exercicios sobre amortizagoes nos livros recomenda-
dos na bibliografia.
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