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Nesta aula e na proxima, apresentaremos vérios exemplos
relacionados ao material estudado nesse médulo. Aqui, ex-
ploraremos exemplos envolvendo derivadas e monotonicidade
de funcgoes.

Exemplo 1. Calcule, com justificativa, o nimero de solugdes
reais da equacgdo logx = (v — 1)2.

Solugéo. Para 0 < z < 1, temos logx < 0 < (x — 1)2, logo,
nao hé solugdes em (0,1). Por outro lado, se f : [1,4+00) = R
for dada por f(z) = (z—1)?—log z, entdo f'(z) = 2(x—1)—1,
de sorte que

1+43
2 b

1
f'(a:)<0<:>x2—x—§<0<:>1§$<

f@)=0ez= 5
e /3
1 3
() >0 2> +2 .
Portanto, f decresce.em [1, 1+‘/§> e cresce em { 1+2‘/§, + oo) ,
de forma que tem um minimo absoluto em x = +2f

Uma vez que f(1) = 0, temos f(Hf) < 0. Como
fle) = (e — H? =loge > (1,71)2 =1 > 0, o TVI garante a
existéncia de uma solu¢do adicional x = a da equacgao dada,
com # <a<e. O

Exemplo 2. Se P é um polinémio com coeficiente lider po-
sitivo, mostre que f : R — R, dada por f(x) = P(x)/e*, é
decrescente em algum intervalo da forma [a, + 00).

Solugao. Digamos que P tenha grau n e a, > 0 seja seu
coeficiente lider.

Se P for constante (ou seja, n =0 e P = ag), o resultado
segue, pois f(z) = ap/e” e, nesse caso, f é decrescente (ja
que a func¢do exponencial x — e® é positiva e crescente).
Podemos, portanto, supor que n > 1.
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Pela regra do quociente,

) = P’(x)e“e;gp(a:)em _ Pl(x) — P(J:)

- 1)
Como o coeficiente lider do polinémio P’ — P, a saber, —a,,,
é negativo, vale o limite abaixo:

N /
IEI}}OO[P (z) — P(z)] = —o0.
Em particular, P'(z) — P(x) é negativo para todo z suficien-
temente grande, digamos, para todo x > a, para um certo
ntmero real a. Por , segue que f’ é negativa em [a, + 00),
de forma que f é decrescente nesse mesmo intervalo (confira
o teorema 15 da 1* parte da aula anterior). O

Exemplo 3. Se P for um polinémio, prove que

~0. 2)

Solugdo 1. Como e¢* — 400 quando z — 400, podemos
supor P nao constante. Mais ainda, nao ha perda de gene-
ralidade em assumir que o coeficiente lider de P é positivo.
Desse modo,

lim P(z) = +oo,
Tr—+o0
de sorte que, pelo exemplo anterior, a regra = — P(z)/e”
define uma fungdo positiva e decrescente em algum intervalo
[a, 4 00). Assim, existe

L= tim 2@ (3)

z—+oo  e7T

Repetindo o argumento para o polinémio P(x)?2, conclui-se
a existéncia de )
Pz
M = lim (z) .

xr—+00 et

(4)
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Portanto, as relagoes e permitem escrever

L= lim {P(“T)r lim [P(x)z.l]

z—+oo | e~ T—+00 e* e’

!

2
1
— tm PO ~ —M-0=0,

r—+oo er r—+oo e®
de onde segue que L = 0, ou seja,

lim P(z) =
r—+4o00 e*r

O

Solugao 2. De acordo com o exemplo 12 da parte 1 da aula
anterior, vale Inu < wu, qualquer que seja o real positivo u.
Tomando u = €Y, conclui-se que y < eY; para-todo real y.

Fixado um inteiro nio negativo k,tomamos'y = z/(k+ 1) na
z/(k+1) o dai,

$k+1

(k+ 1)kt

x

< v,

qualquer que seja x > 0. Portanto,

k k+1 k
T k+1 . x
0<-<Q=> lim — =0.
e’ T z—+oo e¥
Sendo assim, dado um polinémio P(z) = Y ;_, axz”,
temos
P(x) xk
zkr-il:loo er o mgr-ir-loo Z aki Z @ - wEI-&r-loo 67
= Z ag - 0=0.
k=0
O
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Fazendo P(y) = y na igualdade (2), vem que y/e¥ — 0 se
y — +o00. Logo, a substituicdo y = log x no limite anterior
permite escrever
log x
lim —2% =, (5)

r——+o0 x

relacdo que serd utilizada na 22 solugdo do

Exemplo 4 (Olimp. Croata). Prove que ndo existe uma fungdo
polinomial f : R — R tal que f(x) =logx, para todo x > 0.

Solugao 1. Por contradi¢ao, suponha que existisse uma tal
funcao polinomial f. Entdo, f ndo é constante e, derivando a
igualdade f(x) = logz, obterfamos f'(z) = 1, logo, zf"(z) —
1 =0, para todo x > 0. Mas, como f’ ¢ polinomial, terfamos
x — zf'(z) — 1 polinomial e ndo constante, o que é um
absurdo. O

Solugao 2. Primeiro vale observar que, se f é uma funcéo
polinomial nao constante de grau n; entao existe

L= 1im 1@
r—+o0 X
com L € R\ {0}, sen =1, ou L = o0 caso sejan > 1
(exercicio!l). Esse fato impede, de acordo com a relacao ,
qualquer igualdade .f = log em (0, + c0), sendo f uma funcao

polinomial. O

Considere n nimeros reais positivos ag,as,...,a,. Para
cadal < k < n, sejam A e G as médias aritmética e
geométrica-dos k ntmeros ay, . .. ,ax.

Exemplo 5. Nas notacées acima, vale a desigualdade

n—1

An - Gn > (An—l - Gn—1)7 (6)

com igualdade se, e s6 se, ap, = Gp_1.
Solugdo. Seja f: (0, 4+ 00) — R definida por

n—1 1 n—1

_(Gn—l) norn 4

flz) = Ay

T
n
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Entao, f é derivavel e

-3l (42)7)

para cada x > 0. Dai, seguem imediatamente as relagoes

(@) <0,se r < Gp_1 7
>0,se x> Gp1

de modo que z = G,,_1 é ponto de minimo estrito de f.
Observando que

Gn— -1
f(Gn—l) = n L - Gn—l + o An—l
n—1
- n (Anfl - anl)

a n-1 L p—1
flan) = ﬁ — (Gp-1)™™ an +
. (’I’L — I)An_l + an
o n
=A, — Gna

An—l

— (G lan)™

é valido concluir que

n—1

An - Gn = f(an) > f(Gn—l) = n (An—l - Gn—l)a

com igualdade se, e s6 se, a,, = Gp_1.
O

Observacao 6. A relacdo @ permite apresentar uma outra
demonstracdo da desiguadade entre as médias aritmética e
geométrica. Com efeito, nas notagdes acima, temos

n(A, —Gp) > (n—1)(An—1 — Gn_1)
2 (n - 2)(14-7172 - Gn72)

> 1(A; — G1) =0,
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de sorte que G, < A,. Além disso, para que a igualdade
ocorra, é necessdrio e suficiente que cada uwma das desigual-
dades acima seja uma igualdade. Pelo exemplo anterior, isso
ocorre se, e somente se, ay = Gy,a3 = Ga,...,an = Gp_1.
Como o leitor pode verificar, essas igualdades equivalem a
ay =...=ay. Por exemplo,

a2=G1:>a2=a1;

a3 =Gs € a1 =as = a3 = (/a3 = as = a1 = az =ag;

angl,angg,...,an:Gn,l:>a1:...:an.

Exemplo 7. Sejam a e B as medidas dos dngulos de vértices
A e B de um triangulo ABC'. Se existirem inteiros positivos
k el tais que

sen® a cos! f =sen® feos! a, (7)
calcule a razdo AC/CB.

Solugao. Observando que 0 < 6 < ™ = senf > 0 e que
| cos 8] = v/1 — sen? @, para cada arco 0, a equagio implica

1
v/1/—sen2j \/1—sen2al

sen* 3 sen® o

igualdade equivalente a

\/l—senQB B V1 —sen? «
Vvsen 3 F Vsena "

ou, ainda,
1—sen?s 1—sen?a

E ke
\/sen? 3 Vsen? o

1
Tomando z = Vsen?a e y = {/sen? 3, temos z! = sen?a,
y! = sen? § e a igualdade anterior pode ser reescrita como

1—y 1-4df

ok ok
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Isso sugere que definamos a funcédo f : (0,1] — R por

e analisemos sua injetividade. Na verdade, mostraremos que
f é decrescente, uma consequéncia da desigualdade f'(z) < 0,
para cada 0 < x < 1, como veremos agora:

—lz!=t 2k — k(1 — 2tk

f/(CC) = 22k
—[k(1 —2) + lz!]2xk !
- 22k
k(1 —at) + I
= R 0,

para todo x € (0,1].

Portanto, de acordo com os calculos acima, a equagao
acarreta f(vsen2a) = f({/sen? ) e, entdo, Vsen2a =
/sen2 3. Assim,

sena = sen f3.

Como « e  ndo podem ser suplementares (pois sdo angulos
de um tridngulo), a Ultima igualdade implica o = j3, de sorte
que ABC' é isdsceles de base AB. Assim, AC/CB=1. O

Exemplo 8. Para cada real p > 1, calcule o menor valor
possivel da soma x + vy, onde x e y sdo reais tais que

(z+ V1+a2)(y+V1+y?) =p

Prova. Inicialmente, note que

y+ Ity = =p(V1+a2 ),

T+ \/1 z+VIta?
logo,

1 1
1+y27y:ﬁ:5(x+ 1+ 22).
y Y
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Subtraindo membro a membro as relagées acima, ficamos

com

3/21(10(\/14-7—33)—;( 1+a:2+:v)>.

2

Agora, seja f : R — R a fungdo dada por f(z) =z +y, em
que y é dado, em funcédo de x, como acima. Temos

fz) =1+y'(2)
o ) )
1 1 T 1 1
143 (3) 7= 3 (0r3)

de sorte que

Um pouco de algebra elementar da que

x p=1 1( 1)
= Sr=_ - —
Vi+az2 p+l1 2 (VP VP

& 1+x2;(\/]5+;]3).

Em particular,

f’(x)—O@x—é(f\}ﬁ).

Por outro lado, a tltima expressdo acima para f'(z),
juntamente com o fato de que p — % > 0 (poisp > 1) e
X J—

z s ~ . _
T s ¢ uma fungao crescente para x > 0 (pois T

\/ﬁ), garantem que
1

<Opara0<x<%(\/ﬁ—ﬁ>
>Oparax>%(\/f)—%).

/
T
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Portanto, f assume seu minimo global em z = % <\f — i)

vP)'
Por fim, para esse valor de x, um pouco mais de algebra

elementar fornece

(G55

Dicas para o Professor

Para mais problemas similares aos tratados aqui, consulte
as referéncias abaixo. Os exemplos 1, 4 e 8 foram retirados
de [1].

Uma ou duas sessées de 50min devem ser suficientes para
expor o contetiddo desse material.
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