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Neste material, nosso objetivo inicial é estabelecer regras
que permitam calcular limites tais como
lim (f(z) +g(x)) e lim f(z)g(z), (1)
r—a r—a
partindo dos valores de lim,_,, f(z) e lim,_,, g(z). Para
tanto, comecemos recordando em linhas gerais a definicao
formal de limite, apresentada no material da aula “Limites
de Fungoes” do moédulo “Limites - Parte I”. Baseamo-nos
parcialmente no capitulo 3 de [1].

Aqui, por simplicidade, tomamos um intervalo I C R, um
ponto a € I e uma fungdo f : I\ {a} — R.“Recordamos que,
de um ponto de vista qualitativo, a da expressao

li =/ 2
lim f(z) (2)
significa que podemos tornar f(z) tao préximo de ¢ quanto
desejado, bastando, para tanto, tomar x € I suficientemente
proximo (mas diferente) de a.
Anteriormente, quantificamos a validade de ([2)) da se-

guinte forma: para cada erro ¢ > 0 dado (para ¢), deve
existir um erro 6 > 0 (para a) tal que

relel<|r—al<d=|f(z) -4 <e (3)

Em palavras, ([B]) ocorre quando, fixado o erro € > 0 para
£, existir um erro 0 > 0 para a tal que aproximagoes x # a
de a em I com erro menor do que ¢ correspondam a apro-
ximagoes f(z) de £ com erro menor do que e.

Geometricamente, queremos que, para todo z € I sufi-
cientemente proximo de a mas diferente de a, o ponto do
grafico de f com abscissa x (isto é, o ponto (z,f(x))) per-
tenga a faixa cinza do plano, na Figura [l

Conforme vocé deve ter percebido quando justificamos
a validade de alguns limites no material da aula “Limites
de Funcgoes” do moédulo “Limites - Parte 1”7, essa tarefa é
sempre um jogo de gato e rato: arbitrado o erro € > 0 para
o candidato ¢ a limite, temos de ser capazes de encontrar
um erro § > 0 para a (o qual, em geral, dependera tanto
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Figura 1: interpretando geometricamente a nogao de limite de
uma funcio.

do € dado quanto do préprio a) de modo que a validade da
condigdo 0 < |z — a| < & para um elemento x € I acarrete a
validade da condicao |f(z) = 4| < e

Antes de passarmos & discussdo propriamente dita so-
bre como calcular (), é interessante relembrarmos, em dois
exemplos, como a implementacao da estratégia acima se pro-
cessa.

Exemplo 1. Para verificar que lim,_,o(—2z + 7) = 3, parti-
mos de x € R sujeito a um erro do tipo 0 < |z — 2| < d e
estimamos |(—2z + 7) — 3|:

(22 +7)=3|=|—2z+4| =2z — 2| < 20.

Entao, dado um erro € > 0 para 3, a fim de que |(—2x+7) —
3| < e é suficiente escolhermos § > 0 de modo que 26 < e.
Com um tal §, temos claramente que

reERel<|jz—2|<d=|(—2x+7)—3] <2 <e¢,

conforme desejado.
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Exemplo 2. A fim de mostrar que lim,_,32% = 9, partindo
de = € R sujeito a um erro do tipo 0 < |z—3| < §, comegamos
estimando |z% — 9|:

|22 — 9| = |z — 3||z + 3]
< dlx —3+6|
< (|l — 3]+ 6)
< 0(d+6),

onde utilizamos a desigualdade triangular para niimeros re-
aid] na pentultima passagem acima.
Portanto, caso seja possivel escolhermos 9 > 0 de tal

forma que 6(d + 6) < ¢, teremos que
reERel0<|z—3]<d= |22 -9 <6(0+6)<e,

conforme desejado.
Resta mostrarmos que a escolha de § > 0 épossivel, para
o que basta resolver a inequagéo §(6 + 6) < e. Ao fazé-lo,

obtemos
0<d<Ve+9-3.

Voltandoe ao caso geral, suponha que tenhamos uma fungao
f:I\{a} = R (em que I é um intervalo e a € I) e queiramos
provar que lim,_,, f(x) = £.

Utilizando a discussao dos dois exemplos acima como guia
para , concluimos que uma boa estratégia é, partindo de
x € I sujeito a um erro do tipo 0 < |z — a|] < 4, estimar
o erro | f(z) — ¢| em termos de § por excesso, obtendo uma
desigualdade do tipo

|f(z) = L| < E(6),

onde F representa uma certa fungdo de ¢ (no Exemplo [I]
encontramos F(J) = 2J, ao passo que no Exemplo [2] encon-
tramos E(0) = 6(d + 6)).

IRecorde que essa desigualdade afirma que, dados u,v € R, tem-se
sempre |u + v| < |u| + |v].

http://matematica.obmep.org.br/ P.3
matematica@obmep.org.br



Em seguida, impomos que tal erro E(d) nao ultrapasse
o erro € desejado, descobrindo, entdo, os valores apropriados
de 6. Usualmente, esse segundo passo se resume a resolver,
para 6 > 0, a inequagdo F(J) < e.

Por fim, se § > 0 satisfizer F(0) < e, teremos claramente
que

xelel<|z—al<d=|f(x)—¢ < E() <e

conforme desejado.

Podemos finalmente comecar a elucidar como os limi-
tes em () se comportam a partir dos limites lim,_,, f(z)
e lim,_,, g(z).

Proposicdo 3. Sejam I C R um intervalo, a € I e f,g :

I\ {a} — R duas fungées dadas.” Se limy_,, f(x).= {1 e
lim,_,, g(x) = {2, entdo:

(a) limgy—yo(f(z) + g(x)) = €1 + Lo.
(b) limg o (f(2) — g(2)) = & — Lo

Prova. Facamos a demonstracdo do item (a). A demons-
tragdo do item (b) é completamente andloga e pode ser dei-
xada como exercicio para voceé.

Suponhamos dado um erro € > 0. Como indicado anteri-
ormente, tentaremos estimar |(f(z) + g(z)) — (¢1 + £2)| por
excesso, em termos de |f(z) — ¢1] e |g(z) — £2]. Como

[(f(z) +9(@) — (1 +L2)] = [(f(z) — 1) + (9(x) = £2)]
S |f(x) =Gl +g(z) — £
(pela desigualdade triangular), a fim de que seja |(f(z) +

g(x)) = ({1+ €3)| < € para z € I préximo a (mas diferente
de) a, é suficiente que tenhamos
€ €

f@) il < § :

Mas, como § > 0 e lim, o f(2) = £ e lim, 4 g(2) =
oM, a defini¢do de limite garante a existéncia de erros 6; > 0
e 03 > 0 tais que

e |g(z) = L2] <

ereO<|x—a|<51:>|f(a:)—€1|<§
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xefe0<¢x—ap<@:>m@)—@|<§.

Portanto, sendo § = min{d;,d2}, temos & > 0, e a vali-
dade das condigoes x € I e 0 < |z — a| < § acarreta simulta-
neamente que |f(z) —{1| < § e |g(x) — f2| < §. Assim, para
0 < |z —al <4, temos

|(f@)+9(@)~(+2)] < [F(2)=a] +Hlg(a)—tal < 555 =€,

conforme desejado. O

Antes de continuar, precisamos estabelecer um fato im-
portante sobre limites de funcoes, conhecido como o lema
de permanéncia do sinal. Em palavras, ele diz que, se
lim, s, f(z) = ¢, com £ # 0, entdo existe uma vizinhanca de
a tal que f tem o mesmo sinal de ¢ em todos os pontos de seu
dominio contidos em tal vizinhanca (exceto, possivelmente,
em a).

Lema 4 (de permanéncia do sinal). Sejam I C R um intervalo,
aclef:I\{a}— Ruma funcio dada. Selim,_., f(z) =
£, com £ # 0, entdo existe 6 > 0 tal que

L<fle)<¥, sel>0

relel<|z—4 <=
| | {—37[<f(x)<—§, sel <0

Prova. Suponhamos ¢ > 0 (o outro caso é andlogo). Pela
defini¢do de limite, dado € = % > 0, existe § > 0 tal que

1
mEIeO<|x—a|<5:>|f(m)—€|<§.

Basta, agora, observar que

|ﬂ@—ﬂ<£@—§<ﬂ@—€<£

2 2
14 3¢
®5< f(z) < 5
O
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Observarmos, agora, o seguinte: dados I C R intervalo,
a € I e uma funcéo g : I\ {a} — R tal que lim,_,, g(z) = ¢,
com ¢ # 0, o lema anterior garante a existéncia de r > 0
tal que a fungao g ndo se anula no intervalo (possivelmente
menor) J \ {a}, onde J = I N (a — r,a+r). Portanto, ao
considerarmos a fun¢do x 7(z)> Sempre suporemos im-

plicitamente que seu dominio ¢é esse intervalo possivelmente
menor J \ {a}.

Proposicao 5. Sejam I C R um intervalo, a € I e f,g :
I\ {a} — R duas fungées dadas. Se lim,_,, f(x) = (1 e
lim, ., g(x) = £a, entdo:

(a) limg_y, f(2)g(x) = €14s.

(b) limg_q % = ﬁ—;, caso fo #0.

Prova. Nos dois itens a seguir, suponhamos dado ¢ > 0.

(a) Estimemos |f(z)g(x) — £1€2]| por excesso; em termos de
|f(x) —£1] e |g(x) — €3] Inicialmente, segue da desigualdade
triangular que

|f(@)g(x) — baba| = [f(x)gz) —£2) + (f(z) = £2)Lo]
< [f@)llg(x) — o] + |f(z) — ] Lo
< ([f(=) =&l + [aDlg(z) - L]
+ [f () = 4] lz]
= [f(2) = Gllg(z) — o] + a]lg(x) — Lo
+ 62| f(2) — 4]
Portanto, a fim de que seja | f(x)g(z) —¥£142] < e parax €

I préoximora (mas diferente de) a, é suficiente que tenhamos
cada uma das parcelas

[f(z) = ballg(z) — Lof,  |allg(z) = Lof, 6|l f(z) = 4]

seja menor que 5. Para tanto, basta que tenhamos, por e-
xemplo,
€
) — o) — 5] < |5
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e [f@)~ ] < g

|g($)—€2|< 3( m

¢
[1] + 1)

Em suma, é suficiente que tenhamos

o= <min{ 5 55}
lg9(x) — o] < min{\/g’ m}

A fim de garantir a validade das tltimas duas desigual-
dades acima, faca

Entéo, €1,6e2 > 0, e a definicdo de limite garante a existéncia
de erros 61,02 > 0 tais que

ze€l e O<|z~al<d = |f(x)=ltil<e

x€l e 0< |z —al <d=|g(x) —la] < ea.

Portanto, se § = min{dy,d2}, entdo 6 > 0 e a conco-
mitancia das condigoes © € [ e 0 < |x — a| < § acarreta,
simultaneamente, |f(z) — (1] < €1 e |g(z) — l2| < €2, como
era necessario.

(b) Observamos inicialmente que, pelo lema de permanéncia

do sinal, existe 9o > 0 tal que |g(z)| > M—;‘ para xz € I e

f(x)
g(z)

0 < |z—a| < dg. Portanto, consideraremos a fungao x —
definida em J = I N (a — dg,a + do).
Se mostrarmos que

1 1
lm —— = =, 4
@ @

seguird do item (a) que

L D S R
g I e T Ty
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conforme desejado.
Para demonstrar (4), raciocinando como nos itens anteri-
ores, estimemos

9@) L
por excesso, em termos de |g(x) — lo].

Como |g(x)| > ‘6—22‘ para x € J \ {a}, temos

’ 1 1

1 1| gl@)—bof _ 2
— | = < —lg(x) — Lol
gl@) L] g@)li2] ~ 6
Portanto, a fim de que seja ‘ﬁ — é < €, basta termos

42
lg(z) — €| < 3~
Assim, adicionalmente ao dy > 0 acima, basta escolher-
mos (invocando a definigdo de<limite) um real ; > 0 tal
que

52
zeld e o<|x—a|<51;»|g(x)—e2|<§.
Sendo ¢ = min{dp,d1}, temos que § > 0 e, para = € J e
0 02
0 < |z — 0| < 8, que |g(@) < 2 e |g(z) - o] < &,
conforme necessario. [l

Antes de examinarmos alguns exemplos, é importante
pontuar algumas consequéncias importantes das proposi¢oes

Blell

e Tomando g(x) = ¢ (uma fungdo constante) na Pro-
posicao[3 e no item (a) da Proposigao Bl temos que

i (f()c) = lim f(z)de e lim cf(x) = c lim f()

e Uma facil indugdo permite estender as férmulas das
proposicoes Bl e Bl a uma quantidade finita de fungdes.
Especificamente, se I é um intervalo,a € I'e f1,...,f, :
I'\ {a} — R séo tais que lim,_,, f;(z) = ¢; para 1 <
7 <n, entao

lim (f1(2) £ & fu@) =Ly (5)

http://matematica.obmep.org.br/ P.8
matematica@obmep.org.br



lim fi(x)... fo(x) =41 ... 0y (6)

r—a

« Como caso particular de (@), sen € Ne f: I\{a} = R
é tal que lim,_,, f(z) = ¢, entdo

lim f(x)" = (", (@)
Mais particularmente ainda, como lim, .,z = a, te-
mos que
lim 2" = a" e (se a #0) limi:i. (8)
r—a rz—a ™ am™

Exemplo 6. Dados a,b,c,a € R, com a # 0, calcule
lim (az?® + bz + c).
r—«
Solugao. Aplicando (B) e a primeira parte de (8], obtemos
lim (az? + bx + ¢)="lim ax® + lim bz 4 c
Tr—« r—a r—«

=alima®+blimz+c¢

_ 9
=aa” + ba + c.
[l
. 3_ 2
Exemplo 7. Calcule lim,_,; Z=22+2

Solugao. Observemos inicialmente que 1 é raiz do numera-
dor e do denominador, com 2% —32%+2 = (z—1)(2% —22—2)
ex?—1=(x—1)(x+1). Assim, para x # 1, temos

2 32242 (z2—1)J(a® —22-2) 2% —2z-2

2 ~1 () (z+1) RS
Agora, segue do exemplo anterior e do item (b) da Pro-
posicao [Bl que

22 —2x—2 B lim, (22 — 22 — 2)

lim = -
z—1  x+1 lim,_1(z+1)
12-2.1-2 3
A
O
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Exemplo 8. Sejam I C R um intervalo,a € I'e f: I\ {a} —
R uma fungao dada, com lim,_,, f(x) = £. Se £ > 0, o lema
de permanéncia do sinal garante que, diminuindo o intervalo
I, se necessario, podemos supor que f(x) > 0 parax € I\{a}.
Neste caso, dado n € N, é possivel mostrarmos que o limite

lim /7 ()

existe. Assumindo este fato, calcule o limite acima em termos
de 4.

Solugdo. Sejam F : I\ {a} — R a func¢do dada por F(z) =
YV f(x) e L = limg_, F(x). Uma vez que F(z)” = f(x),
aplicando () (com F' no lugar de f), temos
¢ = lim f(z) = lim F(z)" = L".
r—a

r—a

Entao,

L=1//.

Dicas para o Professor

O material desta aula pode ser coberto em dois encontros
de 50 minutos cada.

No primeiro encontro, revise o conceito de limite, discu-
tindo.-os dois primeiros exemplos, a Proposicao [3 e o lema
de permanéncia do sinal. No segundo, aborde o restante do
material.

Havendo disponibilidade de tempo, apresente mais exem-
plos simples aos alunos e dé tempo para que eles os resolvam.
O objetivo, aqui, é fazé-los internalizar as regras operatorias
com limites que discutimos. As referéncias a seguir podem
lhe auxiliar na selecao desses exemplos, bem como de outros
de maior calibre.
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