ENCONTRO 3

Os principais objetivos deste encontro sao apresentar/relembrar os con-
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ceitos de mmc e de mdc, explicar métodos para os calculos destes niimeros

e utilizar estes conceitos na resolucao de problemas.

Os assuntos, os

materiais e os videos relacionados aos temas deste terceiro encontro pre-

sencial sao:

e do mme.

Provas da OBMEP.

Videos no

Assuntos Materiais relacionados canal
picobmep
no
YouTube

Resolugao de alguns exem- | Fomin: capitulo 3 8

plos que motivam as de- | Apostila 1: segoes 3.3 e 3.7

finigées de mdc e de mmec.

Calculo do mdc e do mmec de 8,9, 10

dois nimeros ja fatorados.

Célculo do mdec e do 10

mmec  através de uma

fatoracao simultanea.

Aplicagbes variadas do mdc | Bancos de Questoes. 38

3.1 Maximo Divisor Comum

Antes de apresentar a definigdo formal de Méximo Divisor Comum e

também antes de apresentar estratégias para o célculo do mdc, vere-

mos como esse conceito aparece naturalmente na solugao de problemas

contextualizados.
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http://www.youtube.com/playlist?list=PLrVGp617x0hC8WkPHtM3IjoOiiyJs-hHh
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Exercicio 1: Dois rolos de arame, um de 210 metros e outro de 330
metros, devem ser cortados em pedagos de mesmo comprimento. De que
modo isto pode ser feito se desejamos que cada um destes pedagos tenha

0 maijor comprimento possivel?

Solucao. Primeiramente pode-se discutir algumas possibilidades.

e Podemos cortar cada um dos rolos em pedacos de um metro, ob-

tendo 210 pedagos de um rolo e 330 pedagos de outro rolo.

e Mas podemos obter pedacos maiores, cortando em pedagos de,

digamos, trés metros. Neste caso obtemos = = 70 pedacos de

330
um rolo e = = 110 pedagos do outro rolo.

e Podemos ober um pedaco ainda maior, de 10 metros, obtendo

210 330
0= 21 pedagos de um rolo e T0 = 33 pedagos do outro rolo.

Apesar de ser possivel obter a resposta assim, por tentativas, podemos
parar e pensar um pouco sobre o que estamos procurando. Queremos
dividir cada um dos rolos em pedacos de, digamos, d metros. Como
queremos que esta divisao seja exata, d deve ser um divisor de 210 e
330, certo? Assim, devemos procurar d na lista dos divisores comuns de
210 e 330.

D(210) = {1,2,3,5,6,7,10,14,15,21, 30, 35,42, 70, 105,210}
D(330) = {1,2,3,5,6,10,11,15,22, 30,33, 55,66,110, 165,330}
E fazendo a intersecado, obtemos os seguintes divisores comuns de 210
e 330 {1,2,3,5,6,10,15,30}. Assim, considerando qualquer uma destas
medidas, podemos dividir os dois rolos em pedagos do mesmo compri-

mento. Por exemplo, se d = 6 obtemos pedacos de 6 metros, dividindo

21 330
um rolo em 5 = 35 pedagos e o outro rolo em 5 = 55 pedagos.
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A 3.1 Maximo Divisor Comum 65

Mas, segundo o enunciado, queremos pedagos do maior comprimento
possivel que, segundo nossa interpretacao, deve ser o maior divisor co-
mum dos nimeros 210 e 330. Da lista anterior, vemos que este ntimero
¢ 30. Deste modo, entao, podemos dividir os rolos em pedacos de 30
metros, obtendo % = 7 pedagos de um rolo e 30 = 11 pedagos do

outro rolo.

Exercicio 2: Vamos supor que precisamos remeter duas encomendas
de sabonetes para dois compradores diferentes. Um pediu 420 sabonetes
e outro 480 sabonetes. Entretanto, queremos condicionar os sabonetes
em embalagens que sirvam para atender a estes dois pedidos, ja que va-
mos enviar uma certa quantidade de embalagens para um comprador e
uma outra quantidade de embalagens para o outro comprador. Quan-
tos sabonetes devem caber em cada uma destas embalagens para que
possamos atender as duas encomendas utilizando a menor quantidade

possivel de embalagens?

Solugao. Como todas as embalagens contém a mesma quantidade de
sabonetes, esta embalagem deve conter uma certa quantidade de sabo-
netes que seja um numero que divida 420 e 480, certo? Vejamos alguns
exemplos. Suponhamos que cada embalagem contenha dois sabonetes.

420
Assim, devemos enviar - = 210 embalagens para um comprador e

% = 240 embalagens para o outro comprador. Mas se cada embala-
gem contém 5 sabonetes, precisaremos enviar menos embalagens para
cada um deles: ﬂ = 84 embalagens para um comprador e — = 96
embalagens para o outro comprador. Utilizando embalagens de 10 sabo-
netes cada, podemos diminuir mais ainda a quantidade de embalagens

a ser envidada para cada comprador: 0 = 42 embalagens para um

480
comprador e 0= 48 embalagens para o outro comprador.
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66 B ENCONTRO 3

Deste modo vemos que se queremos enviar menos embalagens para cada
comprador, devemos colocar a maior quantidade possivel de sabonetes
em cada embalagem. Como a quantidade de sabonetes em cada emba-
lagem deve ser um divisor de 420 e 480, o niimero de sabonetes em cada

embalagem deve ser o maior niimero que divide 420 e 480.
Os divisores dos niimeros 420 e 480 sao:
D(420) = {1,2,3,4,5,6,7,10,12,14,15,20, 21, 28, 30,
35,42, 60, 70,84,105, 140,210,420}
D(480) = {1,2,3,4,5,6,8,10,12, 15,16, 20, 24, 30, 32,
40, 48, 60, 80, 96, 120, 160, 240, 480}

Os divisores comuns de 420 e 480 sao
{1,2,3,4,5,6,10,12, 15,20, 30,60}

e podemos, portanto, confeccionar embalagens com qualquer uma destas

quantidades de sabonetes.

Da lista anterior vemos que o maior niimero que divide 420 e 480 ao
mesmo tempo é igual a 60. Assim, vemos que se fizermos embalagens
com 60 sabonetes teremos que enviar a menor quantidade de embalagens

420
para atender aos dois pedidos. Neste caso deveremos enviar w0 -

480
embalagens para um comprador e 0 - 8 embalagens para o outro

comprador.

Exercicio 3: Um terreno retangular de 105m x 165m serd cercado com
arame farpado fixado em estacas igualmente espagadas. Se existe uma
estaca em cada vértice do terreno, qual é o niimero minimo de estacas

a serem utilizadas?

Solucao. Também parece interessante comegar explorando este problema
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A 3.1 Maximo Divisor Comum 67

a partir de algumas situacoes mais simples.

e Podemos colocar as estacas espagadas de um em um metro. Mas

para isto vamos gastar muitas estacas.

e Nao podemos colocar as estacas espacadas de dois em dois metros,

porque os lados tém comprimento impares.

105 165
e Como — =3be = = 55, podemos colocar as estacas espacadas

de trés em trés metros.

¢ Também podemos colocar as estacas espagadas de cinco em cinco
105 165
metros, pois — =21 e - = 33. Comparando com as possibili-

dades anteriores, neste caso, gasta-se menos estacas.

Para nao ter que ficar experimentando todas as possibilidades, observe
que se d é a distancia entre duas estacas consecutivas, entao d deve ser
um divisor de 105 e d também deve ser um divisor de 165, certo? Como
queremos a maior distancia possivel entre as estacas, vemos que d deve
ser o maior ntimero que divide ao mesmo tempo 105 e 165. Ora, isto
significa que d é o maximo divisor comum de 105 e 165. Para achar este
nimero, podemos listar os divisores de 105, os divisores de 165 e dai

podemos considerar d o maior nimero que aparece nestas duas listas.
D(105) = {1,3,5,7,15,21,35,105}
D(165) = {1,3,5,11,15,33,55,165}

Divisores comuns de 105 e 165, {1,3,5,15}. Concluimos, entao, que a

distancia entre duas estacas consecutivas deve ser igual a d = 15.

Agora vamos contar quantas estacas sao necessarias. Como um lado de

105m fica dividido em partes de 15m cada, vemos que este lado fica
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68 B ENCONTRO 3

105
dividido em T = 7 pedagos. Logo sobre este lado existem 2 estacas

nos vértices e mais 6 estacas no interior do lado.

Ja o lado de 165m fica dividido em partes de 15m cada e, portanto, fica

dividido em 5= 11 pedacos. Logo sobre este lado existem 2 estacas

nos vértices e mais 10 estacas no interior do lado.

O namero total de estacas é, portanto, igual a 4 estacas nos vértices, mais
6 + 6 = 12 estacas no interior dos lados de 105m e mais 10 + 10 = 20
estacas no interior dos lados de 165m, totalizando 4 + 12 4+ 20 = 36

estacas.

Pergunta. E possivel obter o nimero total de estacas, 36, a partir do
perimetro total 2 - 105 + 2 - 165 = 540 do terreno e do ntimero 15 =

mdc(105,165), que é a distancia entre duas estacas consecutivas?

Para resolver os trés exercicios anteriores foi necessario considerar o
maior numero que divide ao mesmo tempo dois nimeros naturais da-
dos. Como esta necessidade é recorrente, parece ser natural apresentar

a seguinte definicao para o maximo divisor comum.
Definigao: mdc(a,b) é o maior divisor comum de a e de b.

Das solucoes dos exercicios anteriores vimos que:

e mdc(210,330) = 30.
e mdc(420,480) = 60.

e mdc(105,165) = 15.

Para calcular cada um destes nimeros, mdc(a, b), listamos os divisores
de a, listamos os divisores de b, selecionamos os divisores comuns de a
e de b, e identificamos mdc(a,b) como o maior divisor comum. Apesar

deste procedimento ser geral, isto é, teoricamente poder ser aplicado para
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A 3.2 Minimo Miiltiplo Comum 69

todos os niimeros, na pratica ele fica inviavel, pois pode ser muito dificil
listar todos os divisores de um ntumero dado. Esta dificuldade reside,
essencialmente, no fato de nao ser facil identificar se um certo niimero
¢ primo ou nao. Por exemplo, tente listar o conjunto de divisores dos
nimeros 241, 997 e 3421. Nas préximas se¢oes veremos outras maneiras
mais eficientes para o calculo do mdc. Entretanto, antes de comecar
esta parte mais técnica, parece ser interessante apresentar o conceito de
mme, uma vez que algumas estratégias para os calculos do mdc e do

mmec sao similares.

3.2 Minimo Multiplo Comum

Vejamos como o conceito de Minimo Multiplo Comum aparece natural-

mente durante a andlise de algumas situagoes bem interessantes.

Exercicio 4: Uma lampada pisca de 14 em 14 segundos e uma outra
lampada pisca de 20 em 20 segundos. Um cronémetro zerado foi ligado
exatamente quando estas lampadas piscam juntas. Se o cronémetro foi
desligado na primeira vez em que as lampadas piscaram juntas nova-

mente, que tempo ele marcou?

Solucdo. Como uma das lampadas pisca de 14 em 14 segundos, ela vai
piscar nos instantes 0, 14, 28, 42,... ou seja, em todos os nimeros que
sao multiplos de 14. De modo andlogo, a lampada que pisca de 20 em
20 segundos vai piscar em todos os instantes que sao multiplos de 20.
Os multiplos positivos de 14 e 20 sao:

M(14) ={14,28,42,56,70,84,98,112,126, 140, 154, 168, .. .}.
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70 B ENCONTRO 3
M(20) = {20,40,60,80, 100,120, 140, 160, 180, 200, 220, 240, . . .}.

Desta observacao vemos que as lampadas vao piscar juntas em todos
os instantes que sao multiplos comuns de 14 e de 20. Como queremos
determinar o primeiro instante que elas vao piscar juntas, identificamos
este instante como o menor multiplo comum de 14 e de 20. Analisando
os conjuntos dos multiplos de 14 e 20, vemos que este instante é igual a
140 segundos. Ou seja, apds o cronometro ser ligado, as lampadas vao

piscar juntas pela primeira vez apés 2 minutos e 20 segundos.

Exercicio 5: Dois ciclistas correm numa pista circular e gastam, res-
pectivamente, 30 segundos e 35 segundos para completar uma volta na
pista. Eles partem do mesmo local e no mesmo instante. Apds algum
tempo os dois atletas se encontram, pela primeira vez, no local de lar-
gada. Neste momento, o atleta mais veloz estard completando quantas
voltas? E o menos veloz? Depois de quanto tempo da largada ocorrera

o encontro?

Solugao. O atleta mais veloz passard pela linha de largada pela primeira
vez apds 30 segundos, pela segunda vez apds 60 segundos, pela terceira
vez ap6s 90 segundos, e assim por diante. Ou seja, este atleta passarad

pela linha de largada nos instantes que sao multiplos de 30.
M(30) = {30,60,90, 120, 150, 180, 210, 240, 270, 300, 330, 360, .. .}.

De modo anédlogo vemos que o outro atleta passard pela linha de largada

nos instantes que sao multiplos de 35.
M(35) = {35,70,105, 140,175,210, 245, 280, 315, 350, 385, 420, .. .}.

Portanto, eles estarao juntos na linha de largada em todos os instantes
que sao multiplos comuns de 30 e de 35. Como queremos o primeiro

instante que isto vai ocorrer, identificamos este instante como o menor
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A 3.2 Minimo Muiltiplo Comum 71

multiplo comum de 30 e de 35. Analisando os conjuntos M (30) e M (35)
vemos que o menor numero que aparece nestes dois conjuntos é o 210.
Portanto, os dois atletas vao se encontrar pela primeira vez na linha de
largada apds 210 segundos de dada largada, ou seja, apés 3 minutos e 30

210
segundos. Neste instante o atleta mais veloz estard completado 30 = 7

1
voltas, enquanto o outro atleta estara completando e 6 voltas.

Exercicio 6: Duas engrenagens A e B tém 16 e 28 dentes, respectiva-
mente. Elas estao encaixadas de modo que um motor ligado a engrena-
gem A a faz girar no sentido horario e esta faz a engrenagem B girar no
sentido anti-horario. Se a engrenagem A realiza uma revolugao por mi-
nuto, apds quanto tempo de o motor ter sido ligado as duas engrenagens

retornarao a posicao inicial?

Solugao. Vamos focar nossa atengao para o ponto T em que as duas
engrenagens estao encaixadas. Como elas giram simultaneamente, a
quantidade de dentes que passa por T° de uma engrenagem ¢é igual a
quantidade de dentes que passa por 1’ da outra engrenagem. Apds uma
volta da engrenagem A, passam por 1 os 16 dentes de A. Apds duas
voltas de A, passam por T 32 dentes de A. Apds a terceira volta de
A, passam por T um total de 38 dentes de A. E assim, sucessivamente,
vemos que a cada volta de A, o nimero de dentes de A que passam por

T é um muiltiplo de 16.
M(16) = {16,32,48,64,80,96,112,128, 144,160, 176,192, ...}.

De modo andalogo, a cada volta da engrenagem B, o niimero de dentes

de B que passam por T é um miultiplo de 28.
M(28) = {28,56,84, 112,140,168, 196,224, 252, 280, 308, 336, . . .}

Para cada nimero de M (16) a engrenagem A completa uma certa quan-

tidade de voltas completas, e para cada nimero de M (28) a engrenagem
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72 B ENCONTRO 3

B também completa uma certa quantidade de voltas completas. Assim,
se um numero pertence tanto a M (16) quanto a M (28) estamos em uma
situacao que as duas engrenagem dao voltas completas e, portanto, am-
bas voltaram & posicao inicial. Como queremos determinar o primeiro
instante em que isso ocorre, queremos o menor numero que pertence
tanto a M (16) quanto a M (28), ou seja, queremos o menor multiplo
comum de 16 e 28. Observando os conjuntos acima, vemos que este

numero é 112.

Para essa quantidade de dentes, vemos que a engrenagem A completa

112
6 = 7 voltas e a engrenagem B completa 8 = 4 voltas. Como a
engrenagem A realiza uma volta por minuto concluimos, entao, que as

engrenagens retornam a posigao inicial pela primeira vez apds 7 minutos.

Para resolver os trés exercicios anteriores, foi necessario considerar o
menor numero que é ao mesmo tempo um multiplo de dois nimeros

naturais dados. Este é o minimo miltiplo comum.
Definicao: mmec(a,b) é o menor multiplo comum de a e de b.

De acordo com os exercicios anteriores, temos
e mmc(14,20) = 140.

o mmc(30,35) = 210.

e mmc(16,28) = 112.

Para calcular cada um desses nimeros, mmc(a, b), listamos os multiplos
de a, listamos os multiplos de b, e identificamos o mme(a, b) como o me-
nor multiplo comum. Como no caso do mdc, apesar desse procedimento
ser geral, na pratica ele pode ser muito trabalhoso, pois podem aparecer

ndmeros muito grandes, uma vez que pode demorar muito até aparecer
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A 3.3 Célculo do mdc e do mmec: dada a fatoragio 73

o primeiro multiplo comum. Dessa dificuldade surge a necessidade de

estudar outras estratégias para o calculo do mmec.

3.3 Calculo do mdc e do mmc: dada a fatoracgao

Nos exercicios anteriores vimos que é possivel, apesar de muito traba-
lhoso, calcular o mmec e o mdc utilizando apenas as defini¢ées destes
conceitos. Agora, utilizando as propriedades dos niimeros naturais vis-
tas nos encontros anteriores, veremos estratégias mais eficientes para o
calculo destes nimeros. Vale a pena observar que no video 10 estao dis-
cutidos os célculos do mdc e do mmec. Recorra a este video para estudar

ainda malis sobre os temas deste encontro.

Antes de apresentar uma estratégia para o cdlculo do mdc e do mme
de dois nuimeros ja fatorados como produtos de ntimeros primos, vamos
relembrar, nos exercicios seguintes, algumas propriedades apresentadas

no encontro anterior.

Exercicio 7: Se a =23-5-7? identifique quais dos seguintes niimeros

sao divisores de a.

Solugao. Para que d seja um divisor de a, deve existir um nimero n tal
que nd = a = 23 .5 .72, Daf vemos que d s6 pode ter fatores primos
2,5 e 7, ou seja d tem a forma d = 2% - 5Y - 7*. Mais ainda, como, ao
efetuar o produto nd, os expoentes x, y e z s6 podem aumentar, vemos
que x < 3,y < 1ez<2. Dai pode-se concluir que apenas nos itens (a)

e (e) temos um divisor de a.

Os préximos exercicios ajudam a estabelecer uma estratégia para o

calculo do mde.

Exercicio 8: Sea=22-3-5eb=2%.52 liste os divisores comuns de
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a e de b.

Solucao. Se d é um divisor de a, os Unicos fatores primos de d sao 2,
3 e 5. Se d é um divisor de b, os tnicos fatores primos de d sao 2 e 5.
E, se d é um divisor comum de a e b, fazendo a intersecao, vemos que
os unicos fatores primos de d sdo 2 e 5. Assim d = 2¥ - 5Y. O nimero
x nao pode ser maior que 2 e 3, que sao os expoentes do fator primo 2
nas fatoracoes de a e de b. Logo, no maximo podemos pegar x = 2. De
modo andlogo, o nimero y nao pode ser maior que 1 e 2, expoentes do
fator primo 5 nas fatoracoes de a e de b e assim, no maximo podemos
pegar y = 1. Assim, vemos que z € {0,1,2} e y € {0, 1}. Fazendo todas

as possibilidades, podemos listar os divisores comuns de a e de b.

r=0ey=0 = d=2°5"=1.
r=0ey=1 = d=205'=5.
r=ley=0 = d=2'5"=2
r=ley=1 = d=2'5'=10.
r=2ey=0 = d=2%25"=4.

r=2ey=1 = d=2%5'"=20.
Desta lista de divisores comuns vemos que mdc(a, b) = 20.
Exercicio 9: Sea =2%.3%2.11eb=2-3%.73 calcule mdc(a,b).

Solucao. Se o objetivo é apenas determinar o mdc, podemos simplificar o
que foi feito no exercicio anterior. Se d é um divisor de a, entao os inicos
fatores primos de d sao 2, 3 e 11. E se d é um divisor de b, entao os tinicos
fatores primos de d sdo 2, 3 e 7. Assim, fazendo a intersecdo, se d é um
divisor comum de a e de b, concluimos que os tnicos fatores primos de d
sao 2 e 3 e, portanto, d tem a forma d = 2%-3Y. Como queremos o maior

divisor comum, precisamos considerar os maiores valores permitidos para
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xz e y. O nimero z nao pode ser maior que 4 e 1, que sao os expoentes
do fator primo 2 nas fatoragoes de a e de b. Logo o maior valor possivel
para x é 1. De modo analogo, y nao pode ser maior que 2 e 5, expoentes
do fator primo 3 nas fatoracées de a e de b. Portanto o maior valor
possivel para y é 2. Tomando entao x = 1 e y = 2, concluimos que
mdc(a,b) = 2% -32. Ou seja, mdc(a,b) é a parte comum (interse¢io) das

fatoragoes de a e b.

A solucédo do exercicio anterior nos ensina uma estratégia para o calculo
do mdc de dois nimeros ja fatorados. Utilizando esta estratégia resolva

o seguinte exercicio.

Exercicio 10: Em cada caso, calcule mdc(a, b).
(a) a=3-5%-11? , b=2%.3.5%2.74
(b) a=23-72-13%, b=2%.32.119.13.
() a=3-52-73, b=25.7-13.

(d) a=2%-72.11°, b=1235.52.13%

Solugao. Procedendo como no exercicio anterior, comparando as fa-
toracoes de a e de b, considerando os menores expoentes, pode-se con-

cluir que

(a) mdec = 3-5%.
(b) mdc = 23-13.
(¢) mde=T.

(d) mde = 1.
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Aproveitando o item (d) do exercicio anterior, vamos ver o conceito de

numeros relativamente primos.

Defini¢ao: Dois nuimeros naturais a e b sdo relativamente primos,
ou primos entre si, se nao existir um ndmero primo que divide simul-
taneamente a e b. De modo equivalente, isto significa que mdc(a, b) = 1.
Por exemplo, 28 = 22 -7 e 45 = 32 . 5 sdo relativamente primos, ou
primos entre si, pois nao existe um fator primo em comum entre a e
b. De modo equivalente isto também poderia ser concluido do fato de

mdc(28,45) = 1.

Agora seguem alguns exercicios que irao apresentar uma estratégia para

o célculo do mme de dois nimeros fatorados.

Exercicio 11: Se a = 23-5-72 identifique quais dos seguintes niimeros

sao multiplos de a.

(a) 24.52.73

(b) 2-5-74.132

(c) 25-5%.7

(d) 23.5.76.13-19?

(e) 27-5%.7%.60
Solugao. Se m é um multiplo de a, entao existe um ntmero n tal que
m=mna =n-2%-5-72. Isto implica que na fatoracdo de m devem
aparecer pelo menos os elementos 23, 5 e 72 e, portanto, que m deve ter
aformam=2%-5Y-7* - n,emquez >3, y>1,22>2en é qualquer

numero natural. Dai segue que, entre os nimeros dados, somente em

(a), (d) e (e) encontramos multiplos de a.
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Exercicio 12: Sea=2%-32.5.7eb=2-3%.5, calcule mmc(a, b).

Solucao. Como no exercicio anterior, se m é um multiplo de a, entao
na fatoracio de m devem aparecer pelo menos os elementos 23, 32, 5 e
7. Se m é um multiplo de b, entdao na fatoracao de m devem aparecer
pelo menos 2, 3* e 5. Dai, para que isso ocorra simultaneamente no caso
em que m é um multiplo comum de a e de b, na fatoracao de m devem
aparecer pelo menos 23, 3%, 5 e 7. Portanto, os multiplos comuns de a e
de b tém a forma m = 2%-3%.5-7-n, em que n é um nimero natural
qualquer. Como queremos o menor multiplo comum, pegamos n =1 e
obtemos mmc(a,b) =23-3*.5.7.

A solugao do exercicio anterior nos ensina uma estratégia para o calculo
do mmec de dois ntimeros ja fatorados. Utilizando essa estratégia resolva

0 seguinte exercicio.

Exercicio 13: Em cada caso, calcule mmc(a,b).

(a) a=2-5%b=2%.74
(b) a=3%-11,b=123.3.5%
(c) a=5%-7,b=5%.73.

(d) a=2-13,b=3"5.

Solugao. Procedendo como no exercicio anterior, comparando as fa-
toragoes de a e de b, considerando os maiores expoentes, pode-se concluir

que
(a) mme =2%.53. 74,
(b) mme=23-3%.54.11

(c) mme = 5%-73.
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(d) mme=2-3-5-13.

Observamos que se temos dois nimeros fatorados como produtos de
primos, o que acabamos de ver é um excelente método para o céalculo
do mmc e do mdec. Entretanto, se os niimeros nao estao fatorados, este
método pode ser muito trabalhoso, pois na préatica é muito dificil fatorar
um ndmero muito grande. Para fazer isto, para fatorar um nuimero,
devemos achar os seus divisores primos, que pode ser uma tarefa inviavel
se o numero for grande. Por exemplo, tente encontrar as fatoragoes em
primos dos ntimeros 461, 2437 ou 252997.

3.4 Calculo do mdc e do mme: fatorando simulta-

neamente

De modo geral, na escola bésica é ensinado o célculo do mdc e do mmc
por meio de uma fatoracao simultanea, como esta explicado logo a seguir.
O video 10 do canal picobmep no YouTube explica detalhadamente este
procedimento para o calculo do mdc e do mme. Recomendamos que
vocé assista este video para tirar suas duvidas ou para aprender essa

estratégia para o calculo do mdc e do mmec.
Exercicio 14: Calcule mdc(100, 140).

Solugao. Como o mdc entre 100 e 140 deve, naturalmente, ser um divisor
de 100 e 140, podemos ir dividindo estes dois nimeros por todos os
nimeros primos que os dividem simultaneamente. Como na fatoragao de
um numero, esses calculos podem ser organizados da seguinte maneira,
em que do lado direito da barra vertical sao colocados os niimeros primos

que dividem 100 e 140 ao mesmo tempo, e do lado esquerdo da barra
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sao colocados os resultados dessas divisoes sucessivas.

100 , 140 | 2
50, 702
25, 355
5, 7

Como 5 e 7 sdo primos entre si (eles ndo possuem divisor primo em
comum), paramos o processo e vemos que mdc(100,140) = 22 .5 = 20,
pois do modo como esse numero foi construido, ele é um divisor comum
de 100 e 140 e ele é o maior possivel, pois testamos todas as possibilidades

de divisores comuns.
Exercicio 15: Calcule mdc(1500, 1800).

Solucdo. Aplicando o processo pratico para o calculo do mde descrito
no exercicio anterior, devemos dividir 1500 e 1800 por todos os divisores
primos comuns. Paramos até obter dois niimeros relativamente primos,

isto é, dois niimeros sem fator primo algum em comum.

1500 , 1800 | 2
750, 900 | 2
375, 4503
125, 150 | 5
25, 305
5, 6

Dai mdc(1500, 1800) = 22 - 3 - 52 = 300.
Vejamos agora um processo similar para o calculo do mmec.
Exercicio 16: Calcule mmc(12,90).

Solugao. Por ser um miultiplo de 12 e de 90, o mmc(12,90) deve ter
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todos os fatores primos que aparecem nas fatoracoes de 12 e de 90.
Deste modo, a fatoracao do mmc(12,90) deve conter as fatoragdes em
nimeros primos dos nimeros 12 e 90. Entao para calcular mme(12,90)
fatoramos ao mesmo tempo estes dois nimeros, organizando o calculo
como estd indicado a seguir, em que do lado direito da barra vertical
colocamos os primos que dividem ou 12 ou 90. Para achar o menor
multiplo comum, sempre que for possivel, dividir os dois nimeros do
lado esquerdo da barra vertical pelo respectivo niimero que aparece do

lado direito.

12, 902
6, 452
3, 453
1, 153
1, 5|5
L,

Multiplicando todos os niimeros primos do lado direito da barra vertical
obtemos o mmec desejado. Portanto, mmec(12,90) = 22 - 3% . 5 = 180.

Exercicio 17: Calcule mmc(75,84).

Solucéo.

75, 8412
75, 422
7, 2113
25, 7|5
5, 7|5
, TT

1, 1

Daf segue que mmc(75,84) = 22-3-52 .7 = 2100.

Vale a pena observar que os processos explicados nos exercicios anteri-
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ores para o calculo do mdc e do mmc podem ser aplicados simultane-
amente. Para isto, basta identificar os fatores primos que dividiram os
dois numeros ao mesmo tempo. Considerando somente estes ntimeros,

obtemos o mdec. E considerando todos, obtemos o mme.
Exercicio 18: Calcule o mdc e o mmc de 980 e 1050.

Solugao. Podemos utilizar o processo pratico para o calculo do mmec,
mas em cada linha marcamos com um quadradinho o fator primo que

divide os dois nimeros simultaneamente.

980 , 1050
490, 525 2
245, 525 | 3
245, 175
49, 35| 5
49,  7|[7]
7, 7
1, 1

Considerando somente os fatores comuns obtemos mdc(980, 1050) = 2 -
5.7 = 70 e considerando todos os fatores obtemos mmc(980,1050) =
22.3-5%.72 = 14700.

Também é importante observar que para o calculo do mdc ou do mme
nao existe a obrigatoriedade de dividir apenas por ntmeros primos e
nem a necessidade de considerar os nimeros primos em ordem cres-
cente. Considerando niimeros compostos, ou nimeros primos maiores,

o processo pode ser facilitado ou acelerado. Veja o seguinte exercicio.

Exercicio 19: Calcule o mdc(6930,9750).
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Solucao.

6930 , 9750

693, 975| 5

693, 195| 5

693, 39

231, 13

Como 13 e 231 nao primos entre si, nao é necessario continuar, pois
nao obteremos mais fatores em comum. Dai multiplicando os nimeros

marcados obtemos mdc(6930,9750) = 10 - 3 = 30.

O processo que acabamos de apresentar, nesta se¢ao, para o calculo do
mdc e do mmec pode ser tao trabalhoso de ser executado quanto o pro-
cesso visto na secao anterior, pois essencialmente, aqui também estamos
fatorando os ntimeros como um produto de primos. Experimente esta di-
ficuldade tentando calcular, por exemplo,
mdc(34241,44329) ou mmc(15563,18407). Por este motivo surge a ne-
cessidade de estudar um método ainda mais eficiente para o calculo do
mdc e do mme. No préximo encontro presencial sera apresentado o Al-
goritmo de Euclides para o calculo do mde. Além disso, utilizando a
propriedade mdc(a, b) - mme(a,b) = a - b veremos que também teremos
um algoritmo para o cdlculo do mmec. Entretanto, antes de apresentar
este algoritmo e algumas propriedades importantes do mmc e do mdc

vamos ver algumas aplicagoes dos conceitos introduzidos nesta aula.

3.5 Problemas de aplicagao

Lembre-se de que comecamos o estudo do mdc e do mmc pela anélise das
resolugoes de alguns problemas contextualizados. Apés esta motivacao,

apds introduzir estes conceitos e de apresentar algumas estratégias para
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