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Modédulo: aritmética dos restos
Divisibilidade e resto

1 Exercicios Introdutoérios

Exercicio 1. Encontre os inteiros que, na divisdo por
7, deixam um quociente igual ao resto.

Exercicio 2. Determinar os ntimeros que, na divisdo
por 13, ddo um quociente excedendo o resto em 4 uni-
dades.

Exercicio 3. Achar os nimeros que, divididos por 14,
dao resto igual ao triplo do quociente.

Exercicio 4. Calcular o quociente de uma diviséo, sa-
bendo que aumentando 52 unidades ao dividendo e
4 unidades ao divisor, o quociente e o resto ficam os
mesmos.

Exercicio 5. Mostrar que todo ntimero impar é a
diferenca de dois quadrados.

Exercicio 6. Encontre o resto da divisdo do ntimero
a) 101-102-103 + 1 na divisdo por 4.
b) 73-74-75+ 2 na divisdo por 4.

Exercicio 7. Sabendo que 1001 é maltiplo de 7, deter-
mine o resto de 10! na divisdo por 7.

Exercicio 8. Se n é impar, qual o resto de 9n% + 3 por
8?
Exercicio 9. Se n é impar, qual o resto de n? por 8?

Exercicio 10. Se n ndo é divisivel por 3, qual o resto
de 7n* + 1 por 3?

Exercicio 11. Determine o resto na divisdo por 8 do
namero 12 +32 + 52 + 72 + ... 992,

Exercicio 12. Determinar os ntimeros que divididos
por 17 ddo um resto igual ao quadrado do quociente
correspondente.

Exercicio 13. Encontre o quociente da divisdo de a® —
b%* por

(a4 %) (a" + ') (a® 4 b°) (a* + b*) (a® + b*) (a + D)

Exercicio 14. Encontre um inteiro que deixa resto 4 na
divisdo por 5 e resto 7 na divisao por 13

Exercicio 15. Prove que, para todo inteiro positivo n
o ntimero n° — 513 + 4n é divisivel por 120.

Exercicio 16. (Fatoragdes Importantes)

a) Seja S = 1+z+2z2+22+...+ 2" 1. Veja que se
S+7z" =1+2zSentdo S(z—1) = z" — 1. Conclua

que, para quaisquer x e y, vale:

XMy = (x—y) (A" T
+ x2yn—3 + xyn—Z + yn—l)

b) Mostre que, se n é impar, vale:

o xany + xn73y2 — 4+
+ x2yn73 _ xyn72 _‘_ynfl)

Exercicio 17. Prove que, o ntimero 1% + 2% + 3% +
4% + 5% ¢ multiplo de 5.

Exercicio 18. Mostre que o namero 1" + 8" — 3" — 6"
¢ multiplo de 10 para todo natural 7.

2 Exercicios de Fixacao

Exercicio 19. Qual o resto que o namero
1002 - 1003 - 1004 deixa quando dividido por 7?

Exercicio 20. Qual o resto que o nimero 4°°% deixa
quando dividido por 3?

Exercicio 21. Qual o resto que o nimero 2%*+! deixa
quando dividido por 3?

Exercicio 22. a) Verifique que

A" —1=(a-1)@" ' +a" 2 ... fa+1).

b) Calcule o resto da divisdo de 42912 por 3.

Exercicio 23. Encontre um ndmero natural N que, ao
ser dividido por 10, deixa resto 9, ao ser dividido por 9
deixa resto 8, e ao ser dividio por 8 deixa resto 7.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 24. Qual o resto de 7° + 2n na divisdo por
3?

Exercicio 25. Prove que, para cada n natural,
(n+1)(n+2)...(2n)

é divisivel por 2".
Exercicio 26. Cada um dos naturais a, b, ¢ e d é di-

visivel por ab — cd, que também é um namero natural.
Prove que ab —cd = 1.
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Exercicio 27. A soma digital D(n) de um inteiro posi-
tivo n é definido recursivamente como segue:

n se 1<n<9,
D(n) =

D(ag+a1+...+ay) sen>9,

onde ag,ay,...,a, sdo todos os digitos da expressao
decimal de n na base 10, i.e.,

1= a,10" 4+ a,,_110™ 1 + ... + 4,10 + a9

Por exemplo, D(989) = D(26) = D(8) = 8. Prove que:
D((1234)n) = D(n), paran =1,2,3...

Exercicio 28. Encontre todos os pares de inteiros posi-
tivos a e b tais que 79 = ab + 2a + 3b.

. 2m—-2 o -
Exercicio 29. Prove que se é um inteiro, entdao
22”71 o
T também é um inteiro.

Exercicio 30. (Extraido da Olimpiada Russa) Mostre
que se n divide a entdo 2" — 1 divide 27 — 1.

Exercicio 31. Provar que o ntiimero

1995 - 199719% — 1996 - 19971995 1 1
19962

¢ um inteiro.

Exercicio 32. Mostre que para n impar, n divide 1" +
2"+ o+ (n=1)"

Exercicio 33. Existe um natural n tal que n" + (n+1)"
é divisivel por 20117
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Respostas e Solugdes.

1. Seja n um inteiro que deixa quociente igual ao resto
na divisdo por 7, assim n = 7q +r = 8r. Como o resto
ndo pode ser maior que divisor, os niimeros procurados
sd0 {0,8,16,24,...,8-7}.

2.  Se n representa o inteiro procurado, podemos
escrever

n=13q+r=13(r+4) +r=14r 4+ 52.

Como o resto ndo pode exceder o divisor, os inteiros
procurados sdo {52,14-1+52,14-2+52,...,14- 12+
52}.

3.  Se n representa o inteiro procurado, podemos
escrever n = 14q +r = 17q. Como o resto ndo pode
exceder o divisor, segue que 0 < 39 < 14, ou seja
0 < g < 4. Consequentemente, o conjunto procurado é
{17-0,17-1,...,17 - 4}.

4. Sejam n e d o dividendo e o divisor. Temos as
seguintes equagdes:

n =
n+52 =

dg+r
(d+4)q+r.

Subtraindo a primeira equacdo da segunda, obtemos
52 = 44, ou seja, g = 13.

5. Seja n = 2k 4+ 1 um ndmero impar, entdo

n = 2k+1
= K24+2k+1—K
= (k+1)* -k~

6.

a) Como 101 deixa resto 1 na divisdo por 4, segue que
101-102 - 103 + 1 deixa o mesmo resto que 1-2-3 +
1 =7, ou seja, deixa resto 3 na divisdo por 4.

b) Como 73 deixa resto 1 na divisdo por 4, segue que
73-74-75+ 2 deixa o mesmo resto que 1-2-3+2 =
8, ou seja, deixa resto 0 na divisdo por 4.

7. Como 1001 = 10° + 1, seque que 10° deixa 0 mesmo
resto que —1 na divisdo por 7 e que 10'% deixa 0 mesmo
resto que (10%)* - 10, ou seja, deixa 0 mesmo resto que
(—1)%*.10 = —10. Basta ver agora que —10 deixa o
mesmo resto que 4 na divisdo por 7.

9. Se n é impar, podemos escrever n = 2k + 1. Portanto,

n? = (2k+1)?
= 4k*+4k+1
4k(k+1) +1.

Como k(k + 1) é o produto de dois nameros consecuti-
vos, segue que k(k + 1) é par. Logo, 4k(k + 1) é multiplo
de 8 e n? deixa resto 1.

9. Sabemos que se 1 é fmpar, entdo 12 deixa resto 1 por
8. Portanto, 9n? + 3 deixa 0 mesmo resto que 9-1+3 =
12 = 8 -1+ 4 na divisdo por 8. Consequentemente, o
resto procurado é 4.

10. Se n ndo é mdultiplo de 3, entdo ou n —1 ou
n+ 1 é um multiplo de 3. Em qualquer caso, n*> — 1 =
(n —1)(n+1) é maltiplo de 3 e consequentemente 12
deixa resto 1 por 3. Portanto, 7n* + 1 deixa 0 mesmo
resto que 7- (1)2+1 = 8 = 3-2+2. Ou seja, o resto
procurado é 2.

11. Como o quadrado de um inteiro impar deixa resto
1 na divisdo por 8 e a soma dada possui 50 termos, o
resto procurado é igual ao resto de 50-1 = 6-8 4 2 por
8. Portanto, a resposta é 2.

12. Escreva n = 179+ ¢* e note que 0 < g% < 17.
Assim, g = 0,1,2,3,4 e, consequentemente, os possiveis
valores de n sdo

0,18, 38,60, 84.

13. (Extraido da Olimpiada Cearense) Usando a
diferenca de quadrados sucessivas vezes, podemos ob-
ter (a — b) como quociente.

14. Se n deixa resto 7 na divisdo por 13, segue que
n = 13g1 + 7. Dividindo g; por 5, podemos escrever
g1 =5q2+7r, comr € {0,1,2,3,4}. Substituindo o valor
de g1 na primeira equagdo, temos n = 65q, + 13r +- 7.
Dentre as cinco possibilidades de r, a tinica que faz n
deixar resto 4 por 5 é r = 4. Portanto, os nimeros que
satisfazem essa propriedade sdo os niimeros da forma
65k + 59.

15. Basta mostrar que n° — 5n° + 4n é multiplo de 3,8
e 5. Na divisdo por 5, temos quatro restos possiveis:
{0,1,2,3,4}. Assim, o ntmero n° — 5n® + 4n possui
0 mesmo resto na divisdo por 5 que um dos cinco
ndmeros: {0° —5-0%+40,1°—5-134+4,2°-5.2% 4
8,3° —5.3%4+12,4° — 5-43 +16}. Como todos esses
ndmeros sdo multiplos de 5, segue que n° — 5n1° +4n é
multiplo de 5 para todo # inteiro. O procedimento com
3 e 8 é semelhante.
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16. Para o item a), troque z por y. Para o item b),

substitua y por —y no item anterior.

17. Pelo problema anterior, como 99 é impar temos:
19 4+47 = (1+4)(18 +1%7 4+ ... +1-47 +4%). Dai,
segue que 1% + 4% é multiplo de 5. Analogamente
podemos mostrar que 2% + 3% é mailtiplo de 5.

18. O nuimero em questdo é mutiplo de 2 pois é a soma
de dois impares e dois pares. Para ver que também é
multiplo de 5, basta notar que 5 divide 1" — 6" e 8" — 3".
Isso pode ser facilmente mostrado usando a fatoracdo
do exercicio 16.

19. Como 1002 deixa resto 1 por 7, o niimero acima
deixa 0 mesmo resto que 1-2-3 = 6 por 7.

20. Como 4 deixa resto 1 por 3, 45990 deixa 0 mesmo
restoquel-1-...-1=1por 3.
—_——
5000

21. Note que 2° deixa resto 1 por 3, 2! deixa resto
2 por 3, 2% deixa resto 1 por 3, 23 deixa resto 2 por 3,
24 deixa resto 1 por 3. Precebeu alguma coisa? Como
100 é par, o resto deverd ser 1. Como 22 deixa resto

1, entdao 2% = 22.02. .. 22 deixa 0 mesmo resto que
g —
k
1-1-...-1=1e 2%+l = 2Zk.2 deixa 0 mesmo resto
\—v—/

k
que 1-2 =2 por 3.

22,

(a) Usando a distributividade e efetuando os devidos
cancelamentos no lado direito, podemos escrever:

a"+a" v+ 4+ adt+a —
nml_gn=2 -1 =

a —1.

—a

(b) Veja que 3 =4 — 1 e assim é natural substituir os
valores dados na expressdo do primeiro item:

42012 1 =34 1 4+1).

Isso significa que g = (421 + ... +4+1) e que
r=1

23. O que acontece ao somarmos 1 a0 nosso nimero?
Ele passa a deixar resto 0 na divisdo por 10,9 e 8. Assim,
um possivel valor para N ¢ 10-9 -8 — 1.

24. Se o resto de n por 3 é r, o resto de n>+2néo
mesmo de r° 4 2r. Para r = 0, esse resto seria 0. Para
r = 1, seria 0 mesmo resto de 3 que é 0. Finalmente,
para r = 2, o resto seria 0 mesmo de 8 +4 = 12 que
também é 0. Assim, ndo importa qual o resto de n por 3,
o ntimero 1n° + 2n sempre deixard resto 0. Uma ideia im-
portante nessa solugao foi dividi-la em casos. Também
poderiamos ter resolvido esse exemplo apelando para
alguma fatoracao:

w+2n = n’—n+3n

= n(n®>—1)+3n

= nn—1)(n+1)+3n.
Como n —1,n e n+ 1 sdo consecutivos, um deles é
maultiplo de 3. Assim, o tltimo termo da igualdade
anterior é a soma de dois multiplos de 3 e consequente-
mente o resto procurado é 0.
25. Veja que
1-2---2n
Para cada nimero natural k no produto escrito no deno-
minador, temos uma apari¢do de 2k no produto escrito

no numerador. Basta efetuarmos os cancelamentos ob-
tendo:

(n+1)(n+2)...2n) =2"-1-3---(2n—1).

(n+1)(n+2)...(2n) =

26. (Extraido da Olimpiada do Leningrado) Se chamar-
mos p = ab —cd, teremos a = px,b = py,c =pzed =
pt onde x,y,z e t sdo inteiros. Assim, p = p?(xy — zt).
Consequentemente 1 = p(xy — zt) e concluimos que
p =1, pois p é natural.

27. Como 10" — 1" = (10 — 1)(10" 1 + 10" 2 + ... +
1), podemos concluir que 10" sempre deixa resto 1 na
divisdo por 9. Assim, n = a,,10™ + Ap_110" 1 4 4
a110 + ap, deixa o mesmo resto que a,;, + a1+ ...+ ap
na divisdo por 9. Desse modo, D(n) nada mais é do
que o resto na divisdo por 9 do niimero n. Como 1234
deixa resto 1 por 9, o nimero (1234)n deixa o mesmo
resto que 1 -1 por 9, ou seja, D((1234)n) = D(n).

28. Fatoremos a expressdo anterior. Somando 6 aos
dois lados da equagao, obtemos:

8 = 6+ab+2a+3b
= (B+44a)(2+0Db)

Assim, (34 4a) e (24 b) sdo divisores positivos de 85
maiores que 1. Os tnicos divisores positivos de 85 sdo
1,5,19,85. Logo, os possiveis pares de valores para
(3+4a,24b) sdo (5,19) ou (19,5) que produzem as
solugdes (a,b) = (2,17) e (16,3).
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n

2
29. Sek = — entao

22'-1_ 2 2(2%"2 1)
2n —1 2n —1

2mk —1
= 2
(=)

_ ((2”—1)(2"(’<—1)+...+2"+1)>

2n —1
2(2nk=1) oon(k=2) 4 om 1),

é um numero inteiro.

30. Sea = nk, temos (2" —1)(2"k=1) 4 2n(k=2) | 4
2" 4+1) =2 —1.

31. (Extraido da Olimpiada do Cone Sul) Veja que
1995 - 19971996 — 1996 - 199719%° + 1 = 1995 - (199719% —
1) — 1996 - (1997'9% — 1). Pela fatoragdo de x" — ",
segue que

1996 - (199719%° — 1)

19962 = (1997 4+ 199798 + ...+ 1),

1997F —1

1996
é inteiro para todo k natural. Consequentemente

é inteiro. Além disso, pela mesma fatoragdo,

1995 - (199719% — 1) 199719% — 1
= 1995 | ———
19962 < 1996
19971994 _ 1 T
1996 "
1997 — 1 n 1996
1996 1996 )’
¢ uma soma de ntimeros inteiros.
32. Como n é impar,
n—i)"+i" = (n—i)+i)((n—0i)"1—m—i)"2%+
+ (n—i)" 32— —(n—D)i" 24",

é multiplo de n. Portanto, a soma de nimeros corres-
pondentes em relacdo aos extremos da soma sdo sempre
multiplos de n.

33. Basta fazer n = 1005 e usar a fatoragdo de x" + y".

ProbpuUZIDO POR ARQUIMEDES CURSO DE ENSINO
CONTATO@CURSOARQUIMEDES.COM
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