Solucdes das Questdes — 12 SIMULADO - Nivel 2

QUESTAO 1

a)Como o quadrado formado com os trés retingulos recortados da primeira tira tem drea 36 cm?,
sen lado mede 6 em. Logo o comprimento dos retangulos € 6 em e sua largura € um tergo de seu
comprimento, ou seja, 2 em.

b} Come ne item anterior, o lado do quadrado formado com os seis retdngulos recortados na sepunda tira
mede 6 cm. Como todos os retangulos tem a mesma largura, a ohservacao da figura mostra que essa
largura & um quarto da medida do lado, 1sto &, 1.5 em. As medidas dos outros retangulos sao entao
determinadas imediatamente, como indicado. Em particular, as dimensoes do retangulo destacado
sao 3 cm e 1,5 am; logo seu perimetro 6 1,0+ 1,56 43 +3=0cm e sua drea é 1,5 x 3 =4,5 cm?.
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€) Na fisura abaixo mostramos o retingulo e o quadrado; a justificativa para o cdleulo das medidas
indicadas € feita a seguir. Observamos que na figura a direita marcamos os pontos correspondentes

da figura a esquerda com as mesmas letras; por exemplo, o segmento AE A esquerda é o segmento
A'B’ a direita.

A 3em g

4.5 cm

A drea do retangulo é 2 x 4,5 = 9 em?, que é também a drea do quadrado; logo o lado do quadrado
mede 3 cm. Desse modo, os segmentos A'B' e B'F' medem 3 cm e vemos que AB também mede
3 em. Como o lado do retangulo mede 4,5 em, segue que BC mede 4,5 — 3 = 1,5 om, que é entao a
medida de B'C’. Finalmente, a medida de A'E ¢ a mesma que a de AD. que € 2 em; logo a medida

de B'C" ¢ 3 -2 =1 cm. Assim obtemos as medidas BG = 1 em e BC = 1,5 em dos catetos do

. . PR I i
triangulo retangulo BCOG, cuja drea € entao Td =0,75 em?.

QUESTAO 2

a) 50 existe uma maneira de preencher o diagrama, como mostramos a seguir.
+ O ndmero 9 ndo pode ficar abaixo de nenhum nimero, logo deve ficar no topo.
+ Acima do ndmero 7 6 podemos colocar o 9 e 8. Como o 9 ja esta no topo, o 8 ficara acima do 7.
+ (O numero 6 ndo pode ficar abaixo do 5 nem do 2, logo ficara abaixo do 8 |, ao lado do 7.
« O numero 1 & o Unico que pade ficar abaixo do 2.
+ Osndmeros 3 e 4 devem ficar abaixo do 5, com o 3 debaixo do 4.
A sequéncia de figuras a seguir ilustra as etapas deste raciocinio.
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f-xj b) 1% solucdo: Primeiro vamos examinar o diagrama menor de frés bolinhas marcadas pelo
}4—,&:\ tridangulo pontilhado, & esquerda. Para que ele fique bem
,r tT preenchido com quaisquer trés numeros positivos distintos, o O D
Q n, maior nimero deve ficar no topo e os outros dois poderdo ser

F) ' colocados nos dois circulos de baixo de 2 maneiras diferentes. Por @ . O (_)

exemplo, se os numeros forem 3, 6 e 8, podemos dispd-los das 2
maneiras ilustradas a direita.
Para que o diagrama completo do problema fique bem preenchido com os nimeros de 1 a 5, o 5 deve ficar no
topo. A casa sombreada pode ser preenchida com gualguer nimero de 1 a 4. As trés casas restantes,
marcadas com o trndangulo pontilhado, formam o diagrama analisado acima e poderdo entdo ser preenchidas de
2 maneiras, com os frés nimeros restantes. Resumindo, podemos preencher o diagrama do seguinte modo:

+ preenchemas o circulo do topo com o 5: 1 possibilidade;

+ preenchemaos a casa sombreada com 1, 2, 3 ou 4 : 4 possibilidades;

+ preenchemaos as trés casas gue faltam com os trés algarismos restantes: 2 possibilidades.
Logo o diagrama pode ser preenchido de 1x4x2 =8 maneiras diferentes. Notamos que este raciocinio se
aplica para guaisquer cinco nimeros positivos distintos. Isto sera importante na resolug&o do proximo item.

22 solugdo: Notamos primeiro que o 5 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 4 deve entdo ocupar uma das
duas bolinhas abaixo do 5, e entdo

+ se o 4 ocupar a bolinha sombreada, o 3 deve ocupar a outra bolinha abaixo do 5, e 0 1 e 0 2 podem ser
colocados de duas maneiras diferentes nas duas bolinhas que sobram; temos duas possibilidades
neste caso;

* se 0 4 ocupar a outra bolinha abaixo do 5, a casa sombreada pode ser ocupada por qualquer dos
numeros de 1 a 3, e os outros dois nimeros podem ser colocados nas duas dltimas bolinhas vazias;
neste caso temos 3x2 =6 possibilidades.

Deste modo, o numero de maneiras de preencher o diagrama é 2+6=8.

c) 12 solugdo: Para que o diagrama figue bem preenchido com os nimeros de 1 a 7, |
temos que colocar o 7 no topo. A casa sombreada pode ser preenchida com qualquer i T
numero de 1 a 6. A parte circundada pela linha pontilhada foi analisada no item (b) e O _\[u
pode ser preenchida com os 5 nameros restantes de 8 formas diferentes. Ou seja, i

podemos preencher o diagrama como segue: ,(f‘*’: ?’_\l‘f“
+ preenchemaos o circulo do topo com o 7: 1 possibilidade; u_/ o
+ preenchemos a casa sombreadacom 1,2, 3 | 4, 5 ou 6: 6 possibilidades; (f“": ?f‘“]
+ preenchemas a parte circundada com os algarismos restantes: 8 possibilidades. S N

Logo o diagrama pode ser preenchido de 1x 6 x 8 = 48 maneiras diferentes.

22 solugdo: Notamos primeiro que o 7 deve sempre ocupar a bolinha de cima. O 6 deve entdo ocupar uma das
duas bolinhas abaixo do 7, e entdo

+ se 0 6 ocupar a bolinha sombreada, os nimeros de 1 a 5 devem ocupar as casas circundadas com a
linha pontilhada. De acordo com o item (b), isto pode ser feito de 8 maneiras distintas.

» se o 6 deve ocupar a outra bolinha abaixo do 7, podemos colocar qualquer nimero de 1 a 5 na casa
sombreada e distribuir os nimeros restantes pelas quatro bolinhas ainda vazias, o que pode ser feito
de 8 maneiras diferentes, de acordo com o item (b). Aqui temos 5x 8 =40 possibilidades.

Logo o diagrama pode ser preenchido de 8 + 40 = 48 maneiras diferentes.

QUESTAO 3

(a) Os divisores de 57 sdo 1, 3, 19, e 57, donde seus afilhados sdo 1, 3, 9 e 7.
(b) O exemplo mais simples & 49, cujos afilhados sdo 1, 7 e 9.

(c) Se um namero tem um divisor terminado em 0 entdo este numero é multiplo de 10. Logo ele &
multiplo de 2 e de 5, e portanto 2 e 5 sdo seus afilhados.

(d) Seja N um numero que tem 0 e 9 como afilhados. Pelo item anterior, 2 & afilhado de N, logo N
& par. Como 9 & afilhado de N, algum ndmero impar terminado em 9 & divisor de . Portanto, N &
divisivel pelo produto de 2 por esse namero, ou seja, N & divisivel por um ndmero terminado em
8. Logo, 8 é afilhado de N.



QUESTAO 4
O quadrado original tem area de 16 cm’; vamos dividi-lo em 16
quadradinhos de area 1 para proceder a solugéo.

a) 1# solugcao: A primeira dobra deixa como parte
ndo pintada uma regido equivalente a 12 quadradinhos unitarios.
Portanto, a area da regido néo pintada da figura | é 12 cm®.

2% solugao: O triangulo cinzento da figura tem area igual a

da area do quadrado. A area da regido nao pintada €& entdao 1-

| na
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da area do quadrado, ou seja, %ﬂﬁ =12 cm®.

b) A segunda dobra deixa como partes ndo pintadas dois retangulos
iguais, cada um deles composto por dois quadradinhos unitarios. Portanto,

a area da regido néo pintada na figura Il é 2+2=4cm®.

c) As duas ultimas dobras horizontais deixam em branco apenas
dois quadradinhos unitarios. Portanto, a area da regido nao
pintada na figura lll é iguala1 + 1 = 2 cm®.

QUESTAO 5

a) No tabuleiro dado aparecem somas impares na primeira e segunda linhas,
primeira & segunda colunas & na diagonal principal. Desse modo, a nota desse
tabuleiro & 5.

b) Abaixo temos 4 tabuleiros com nota 8

1T[1]1 110]0 0]0]1 0[1]0
1T[1]1 0[1]0 0]1]0 1T11]1
1T[1]1 0l0[1 110]0 0[1]0

E possivel mostrar que estes sdo os Unicos tabuleiros com nota 8; deixamos isso
COMO exercicio.

¢) Ao trocar o numero de um dos cantos do tabuleiro, soma-se 1 (caso a troca tenha
sido de 0 para 1) ou subtrai-se 1 (caso a troca tenha sido de 1 para 0) aos totais de
da linha, da coluna e da diagonal que se encontram nesse canto. Assim, das oito
somas (trés linhas, trés colunas e duas diagonais), trés trocam de paridade e as
outras nédo mudam. Observamos agora que:
* se essas trés somas séo impares, apds a troca a nota diminuira de 3;
* se duas dessas somas sfo pares € uma € impar, apos a troca a nota
aumentara de 1;
» se duas dessas somas sfo impares e uma & par, apos a troca a nota
diminuira de 1;
* se essas trés somas s8o pares, apos a troca a nota aumentara de 3.

Em qualquer caso, vemos que se a nota original do tabuleiro & par (ou impar), ela
se tornara impar (ou par), pois aumentara ou diminuira de 1 ou 3.



d) Para preencher todas as casas de um tabuleiro, exceto (por exempla) a do canto

superior direito, temos 2x2x2x2x2x2x2x2=28 =256 possibilidades. O item
anterior mostra que, uma vez essas casas preenchidas, ha apenas uma maneira
de preencher a casa do canto superior direito de modo que a nota desse tabuleiro
seja impar, e concluimos que o numero de tabuleiros de nota impar & 256.
Alternativamente, podemos concluir do item anterior que se um tabuleiro tem
nota par (ou impar), ao trocar o algarismo da casa do canto superior direito
teremos um tabuleiro de nota impar (ou par). Isso mostra que a cada tabuleiro de
nota par corresponde um de nota impar e vice-versa, ou seja, o numero de
tabuleiros de nota impar (ou par) € a metade do numero total de tabuleiros, que &
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QUESTAO 6

A) A area da folha era igual a soma das areas dos nove quadrados, que &
?+42.72.824+92:10% 14241572 £ 1821056 cm?

B) Sejam a e b as dimensdes da folha, onde supomos a =< b. Como a area de um retdngulo é o produto de suas
dimensdes, temos ab = 1056 . Além disso, como as medidas dos lados dos quadrados em que a folha foi cortada
sao numeros inteiros, segue que a e b devem ser numeros inteiros. Observamaos, finalmente, que a e b devem
ser maiores ou iguais a 18, pois um dos quadrados em que a folha foi cortada tem lado com esta medida.

Como a e b sao divisores de 1056, a fatoracdo em fatores primos 1056 = 2% x3x11 nos mostra que a e
b sdo da forma 2 x3¥ x 117, onde x,y e z sdointeiros taisque 02 x<50<y<1e 0< z < 1. Lembrando que
ab =1056 e que a e b sdo0 maiores que 18, obtemos os seguintes possibilidades:

a b
2x11=22 | 2%4,3_-48
22x3-24 | 22x11=44

2% _99 3x11=33

Temos agora que decidir quais destas possibilidades podem ocorrer como medidas da folha. Como o maior
quadrado tem lado 18, que & menor que 22, 24 e 32, vemos gue nenhum guadrado pode encostar nos dois lados
de comprimento b da folha. Isto quer dizer que b pode ser expresso de duas maneiras como uma soma na qual
as parcelas sao medidas dos lados dos quadrados, sendo que (i) ndo ha parcelas repetidas em nenhuma das
duas expressdes e (ii) ndo ha parcelas comuns as duas expressdes.

Este argumento mostraque 2b<1+4+7+8+9+10+14+15+18 ,ouseja, 2b <86 .Llogo h=43 ea
Unica possibilidade & b = 33 . Segue que as dimensdes da folhaeram a =32 e b =33.

Existem outras maneiras de eliminar os pares (22,48) e (24,44), usando o argumento acima e mostrando,
por exemplo, que ndo existem duas maneiras de escrever 22 e 24 como soma dos lados dos quadrados de duas
maneiras com parcelas distintas e sem parcelas comuns.

Esta solucdo depende do fato de que, em qualquer decomposicdo de um retangulo em quadrados, os
lados dos quadrados sd&o necessariamente paralelos a um dos lados do retangulo. Um argumento intuitivo para
demonstrar este fato consiste em selecionar um vértice do retdngulo e observar que o quadrado ao qual este
vértice pertence tem seus lados apoiados sobre os lados do retangulo. Qualquer quadrado que toca este primeiro
quadrado (mesmo gue em apenas um vértice) tem seus lados necessariamente paralelos aos lados do retangulo,
pois caso contrario teriamos angulos diferentes de 90° ou 180° na decomposiciio, e estes dngulos ndo podem ser
preenchidos com quadrados.

B) A Unica possibilidade (a menos de rotagdes e simetrias) & mostrada abaixo:
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