Solucdes das Questdes — 22 SIMULADO — Nivel 2

QUESTAO 1

item a)
No encontro da linha 7 com a coluna 21 foi escrito o algarismo 1, pois 21 é multiplo de
7.

Item b)
A soma dos algarismos da linha 23 & 4, pois de 1 a 100 existem exatamente guatro

multiplos de 23 (a saber: 23, 46, 69, 92).

Iltem c)

Na coluna 98 aparecera 1 nas casas das linhas correspondentes aos divisores de 98.
Como 98 = 2 x 7°, entdo 98 possui 2 x 3 = 6 divisores (a saber: 1, 2, 7, 14, 49 e 98).
Logo, a soma dos algarismos que aparecem na coluna 98 € 6.

Item d)

A soma dos algarismos sera impar nas colunas cujo ndmero tenha uma quantidade
impar de divisores. Os numeros que possuem uma quantidade impar de divisores sé&o
apenas o0s quadrados perfeitos. De fato, se d divide n, entdo n/d também divide n;
logo os divisores de um numero natural sempre ocorrem aos pares, exceto quando
d =n/d, ou seja, quando n = d?.

Como 10° = 100, temos 10 quadrados perfeitos de 1 a 100, incluindo os extremos.
Logo, a soma dos algarismos é impar nas colunas comrespondentes aos quadrados
perfeitos.

Obs.: A partir da decomposicdo de um numero natural em fatores primos, & facil
encontrar todos os seus divisores:

T T- T, = P . P
Sle_ n= pl‘*_.. pt. ... . ps° & a decomposicdo em fatores primos de n, entdo os
divisores positivos de n séo da forma:

¢ t £ - :_
pitoptoplcom0=h =, i=1,..,s.

Este fato permite contar facilmente o numero de divisores positivos de n |, a saber
(p+ 1.+ 1) (n+1).

Como consequéncia, n tem um numero impar de divisores se e somente se todos o0s
expoentes das poténcias de primos de sua decomposi¢g&o forem numeros pares e,
portanto, n deve ser um quadrado perfeito.

QUESTAO 2

Como os cartbes sdo quadrados podemos gira-los como quiser. Assim, o tridngulo e o
pentagono podem ser colados de 4 maneiras distintas.
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Ja o quadrado, ndo importa quanto giremos, ele sempre gerara a mesma imagem; e para o
hexagono teremos duas possibilidades.



item a)

O pentagono pode ser visualizado de 4 maneiras distintas. Basta observar que o pentagono
tem um lado paralelo a um dos lados do cartao, logo ha 4 lados possiveis para esse lado ficar
paralelo a um dos lados do cartdo.

Item b)

O hexagono pode ser visualizado de 2 maneiras distintas. Basta abservar que o hexagono tem
dois lados opostos paralelos aos lados do cartdo, logo esses lados podem estar paralelos aos
lados de cima e de baixo, ou aos lados direito e esquerdo.

Item c)

Pelo principioc multiplicativo, o tridngulo pode ser colado em 4 posigdes e de 4 maneiras
distintas {4 x 4 =16 possibilidades). O quadrado tera 3 posigdes possiveis de uma unica
maneira. O pentagono tera 2 posicdes possiveis e pode ser colado de 4 maneiras e o
hexagono devera ser colado na quarta e Gltima posicdo, de duas maneiras possiveis.

Logo, hadx4x3x1x2x4x1x2=768 maneiras distintas.
Qutra solucao

Podemos comecar posicionando as figuras no album. Isso pode serfeitode 4 x 3 x2x 1 =24
maneiras diferentes. Depois, para cada uma das 24 maneiras, podemos modificar a posigdo
das figuras: Triangulo, 4 maneiras, CQuadrado, 1 maneira, Pentagono, 4 maneiras, Hexagono,
2 maneiras.

Logo, teremos um total de 24 x 4 x 1 x 4 x 2 = 768 configuracdes diferentes para a primeira
pagina do album.

QUESTAO 3 O quadrado ABCD da figura esta dividido em 16 gquadradinhos A _E B
iguais. O quadrado sombreado tem os vértices sobre os pontos médios do quadrado ___,_+*'”
EFGH. H r‘" \

A) A area do quadrado EFGH corresponde a que fracao da area do quadrado ABCD?
B) Se o quadrado ABCD tem 80 cm’ de area, qual & o lado do quadrado sombreada? \ T . \

SOLUGAO: DG c

A) Solugao 1: A figura ao lado mostra que o quadrado EFGH é formado por quatro A E B
trnangulos iguais (AEH, EFB, FGC e GHD) e quatro quadradinhos. Cada um dos ll'L
trnangulos tem area igual a metade da area de trés quadradinhos. Logo, a area do H \

quadrado EFGH é igual & area de 4 +4><E =4 + 6 =10 quadradinhos. Como a area .

do quadrado ABCD é igual a area de 16 quadradinhos, a fracdo pedida é I J- =

drea do quadrado EFGH _ drea de 10 quadradinhos 10 5 b6 c

area do quadrado ABCD " areade 16 quadradinhos 16 8

A area (em guadradinhos) do quadrado EFGH também pode ser calculada subtraindo-se da area do guadrado
ABCD a area dos guatro tridangulos externos ao quadrado EFGH. Cada um destes tridngulos tem area igual a area

de % quadradinhos, donde a area do quadrado EFGH é igual a area de 16 — 4 x % =16 -6 =10 quadradinhos.

Solugdo 2: Se um quadrado tem lado de medida L (em alguma unidade de comprimento) entdo sua area é 12 (a
unidade de area é o quadrado da unidade de comprimento). Deste modo, para calcular a area do quadrado EFGH,

basta calcular HE> , 0 que fazemos a seguir
Seja k o lado de um dos guadradinhos. O teorema de Pitagoras mostra que

HE? = AH? + AE? = k? + (3k)? =10kK?
e ja achamos a area do quadrado EFGH. Como a area do quadrado ABCD é 16k? | segue que a fragdo pedida é



10k* 10 5

16k2 16 8

B) Notamos primeiro que o quadrado sombreado tem metade da area do quadrado EFGH.
Isto fica claro na figura ao lado, onde vemos que o quadrado EFGH pode ser decomposto em
oito triangulos iguais, quatro dos quais formam o quadrado sombreado.

Usando o resultado do item (A), vemos gue a area do quadrado EFGH &

gx 80 = 50 cm?, e segue que a area do quadrado sombreado & igual a %x 50 =25 cm”.

Como 25 = 52 segue que o lado do quadrado sombreado mede 5 cm.

QUESTAO 4

a) Como 210+=3 =70, existem 70 cartdes cujos nimeros sdo multiplos de 3. Mais precisamente, esses cartdes sio
osdenumero 3=1x3, 6=2x3,9=3x3,12=4x3,...,204=68x3, 207 =69x3 e 210=70x3.

b) 12 solugdo: Um raciocinio idéntico ao do item a) mostra que existem 210+2 =105 cartdes com numeros pares
entre 1 e 210 (inclusive). Por outro lado, os nimeros pares entre 1 e 210 que sdo multiplos de 3 580 2x3, 4x3,
6x3,.., 68x3 e 70x3, em nimero de 35 Logo existem 105-35=70 cartdes com ndmeros pares que ndo sao
multiplos de 3.

22 solucdo: Ha 105 cartdes pares. Por outro lado, entre os 70 multiplos de 3 ha 70+2 =35 pares; logo 105-35=70
sdo pares mas nao multiplos de 3.

32 solugdo: Retiram-se dos cartdes os 70 multiplos de 3, sobrando 210-70 =140 cartdes. Desses, metade sdo pa-
res, pois entre dois multiplos de 3 consecutivos um dos numeros & par e o outro impar; logo entre eles ha
140-70 =70 cartdes que ndo sdo nem pares nem multiplos de 3.

42 solugdo: Observamos que entre 0s nameros de 1 a 6 existem dois nimeros pares que ndo sdo mltiplos de 3, a
saber, 2 e 4. Do mesmo modo, dos niameros de 7 a 13 temos dois nameros pares que ndo sdo multiplos de 3, a sa-
ber, 8 e 10. Esse padrdo se repete de seis em seis numeros consecutivos até chegar aos nimeros de 205 a 210,
onde aqueles pares que nao sdo multiplos de 3 sdo 206 e 208. Temos assim 210+6 =35 blocos e, em cada um,
dois nimeros pares que ndo sdo multiplos de 3, num total de 35«2 = 70 numeros.

¢) As partes A, B e C da figura ao lado correspondem as conclusdes dos itens

anteriores; sobram entdo 210—-(35+35+70)=70 cartdes com numeros que NOMEROS DF 1 4210

A e ™

nao sao nem pares nem miultiplos de 3, correspondendo a parte D. Escolhendo = pores o ngostn | | 15
um ndmero na parte A, outro na parte B (ou C) e 70 na parte D, vemos que & | Pue e miplsdes mips de3 || S
possivel escolher 72 cartdes tais quaisquer dois deles ndo tenham numeros que g . D -

sejam simultaneamente pares ou multiplos de 3. Por outro lado, ao escolher 73 mitivos de 3 que G paress nam
cartdes, os nimeros de pelo menos trés deles devem ficar fora da parte D, ou | "™e=eres el o

seja, nas paries A, B e C. Se dois desses numeros ficam na mesma parte eles  — 70 B

tém 2 ou 3 (ou mesmo ambos, no caso de ficarem na parte A) como divisor co- mikpice do 3

mum; caso contrario, temos um na parte A e outro na parte B (ou C) que tém 3 (ou 2) como divisor comum. Logo
Catarina deve pegar 73 cartfes.

QUESTAO 5

a) A assinatura geomeétrica de 123456 aparece na figura ao lado.

b) Seja abed um numero com quatro algarismos a, b, ¢ e d néo
nulos. A assinatura geométrica de abcd possul quatro
segmentos consecutivos de comprimentos a, b, ¢ e d,
tracados de acordo com o enunciado. Ela sera fechada se e

P somente se esses fragos formarem

5 um retangulo, ou seja, se e somente
sea=Cce b=d.Temos as escolhas de 1 a9 para a=c
d bl & também para b=d, num total de 9x9=81 escolhas:
segue que temos 81 numeros de quatro algarismos cuja
c assinatura geomeétrica & fechada.
c) Seja abcde um namero com cinco algarismos a, b, =]
¢, d e & ndo nulos. Como no item anterior, a e * a
assinatura geometrica de abcde sera fechada se e
somente 0s segmentos de comprimento a, b, ¢, d d b

e e formarem um retangulo como na figura ao
lado, ou seja, se e somente se a+e=c e b=d.

Como no item anterior, temos as escolhasde 1a 9 ¢
para b=d.



“Vamos agora contar de quantas maneiras & possivel escolher a, ¢ e & de modo
que a+e=¢C. Exceto para o caso ¢ =1, quando néo ha valores possivels para a e
e, podemos escolher valores de 1 até ¢—1 para a e, em cada caso, o valor de e
fica determinado como ¢ —a. Em outras palavras, para cada c é possivel escolher
a e e tais que a+e=c de ¢—1 maneiras diferentes (notamos que no caso c=1
temos ¢—1=0). Como c varia de 1 a 9, 0 numero de escolhas possiveis para a e
e 0+1+2+3+4+04+0+7+8=36.

Finalmente, segue do principio multiplicativo que temos 9 x36 =324 numeros
de cinco algarismos cuja assinatura geometrica & fechada.

QUESTAO 6

Cada uma das pecas amarelas tem area 3x3=9 cm?, as azuis tém 4x4=16 cm® e

as verdes tém SL; =6cm.

a) O hexagono montado por Dafne & composto por duas pecas verdes, uma amarela
e uma azul. Portanto, sua area é igual a2x6 +9+16 =37 cm”.

b) A figura construida forma um quadrado de lado 4 +3+4 =11
cm, cuja area & 11x11=121 cm® Ele & composto de 4
amarelas e 4 pecas azuis; a area total dessas pecas é
4x9+4x16=100 cm”’. A area do buraco é a area do
quadrado menos a soma das areas dessas pecas, ou seja, é
igual a 121-100=21 cm”.

Alternativamente, podemos pensar no buraco (em cinza j
claro) como um quadrado de 5 cm de lado do qual foram
retirados, nos cantos, quadradinhos de lado 1 cm (em cinza
escuro); sua area € entdo 5x5—-4x1x1=21 cm?.

c) Uma possivel maneira de preencher o
quadrado 15 =15, como pedido, € mostrado na
figura ao lado.

d) Um quadrado de lado 15 cm tem
15x15=225 cmz; observamos que 225 & um
nuamero impar. A peca azul tem area 16 cm’e a
verde tem area € cmz, ambos numeros pares.
Logo néo & possivel preencher o quadrado de
lado 15 cm apenas com pecas desse tipo, pois a
soma de numeros pares & par. Segue que para
preencher o quadrado de lado 15 cm com as
pecas do enunciado & necessario usar pelo
menos uma peca amarela.




