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Sistema de Numeracio e Paridade
Paridade

1 Exercicios Introdutoérios

Definiremos uma pega chamada de principe (que ndo
existe no jogo de xadrez) como uma pega que s6 pode
andar na horizontal e vertical, uma casa por vez. Um jeito
comum de fazer notacdes em um tabuleiro de xadrez é
nomear as colunas da esquerda para a direitadeaahe
as linhas de baixo pra cima de 1 a 8 tomando o referencial
da pessoa que joga com casas brancas.

Exercicio 1. Sobre um tabuleiro de xadrez, um principe
comeca do quadrado al e retorna ap6s fazer alguns mo-
vimentos. Mostre que o principe fez um ntimero par de
movimentos.

Exercicio 2. Pode um principe comecar do quadrado al
de um tabuleiro de xadrez, ir até o quadrado /8, visitando
cada um dos quadrados restantes exatamente uma vez?

Exercicio 3. Uma linha poligonal fechada é composta
por 11 segmentos. Pode uma reta (ndo contendo uma
vértice da linha poligonal) intersectar cada um desses
segmentos?

Exercicio 4. Trés bolas de gude, A, B e C, estdo no chao.
Um movimento permitido é passar uma bola entre as
outras duas . E possivel, apés 25 movimentos, que todas
as bolas estejam nas suas posi¢ées originais?

Dica: Que horas sdo? (Sentidos horario e anti-horario...)

Exercicio 5. Em Brasilandia existem apenas 9 casas
muito distantes entre si. E possivel que cada casa esteja
ligada a exatamente 7 outras casas através de estradas?

Exercicio 6. Prove que numa festa com n pessoas, o
ndmero de pessoas que conhecem um ntmero fmpar
de outras pessoas na festa é par.

Exercicio 7. Podemos desenhar uma linha poligonal fe-
chada feita por 9 segmentos de reta, cada um deles inter-
sectando 1exatamente outro segmento?

2 Exercicios de Fixacao

Os préximos dois problemas tratam de dominés. Um
dominé consiste de um tabuleiro 1 x 2 com pontos em
cada casinha. A quantidade de pontos varia de 0 até 6.
Entdo, o numero total de dominés distintos é 28.
Exercicio 8. Todos os dominds sdo arranjados em uma
cadeia de duas pontas ( a quantidade de pontos na extre-
midade de dois dominds consecutivos é a mesma). Se em
uma ponta existe o niumero 5, qual é o niimero da outra
ponta?

Exercicio 9. Em um conjunto de dominds, descartarmos

todos aqueles que possuem pelo menos uma casinha vazia.
E possivel arranjarmos todos os restantes em uma cadeia?

Exercicio 10. Podemos trocar uma nota de 25 reais
usando dez notas que podem assumir os valores 1,3,5?

1 1 1 1
Exercicio 11. Prove que a igualdade - + b + - + P +
1 1
" +J7 = 1 ndo tem admite solugdes com todos os

numeros sendo impares.

Exercicio 12. O produto de 22 inteiros é igual a 1. Mos-
tre que sua soma ndo pode ser zero.

Dica: Compare as quantidades de ntimeros positivos e
negativos.

Exercicio 13. Trés gafanhotos estdo brincando ao longo
de uma linha. Na sua vez, cada gafanhoto pode pular
sobre um outro gafanhoto, mas nao sobre os outros dois.
Eles podem retornar para suas posi¢des iniciais apés 1991
movimentos?

Exercicio 14. Os numeros de 1 até 10 sdo escritos em
uma linha. Podemos colocar os sinais + e — entre eles de
modo que o resultado da expressdo resultante seja 0?

Exercicio 15. Pode um tabuleiro 8 x 8 ser coberto por
com dominds 1 x 2 de modo que somente os quadrados
al e h8 ndo sejam cobertos?

Exercicio 16. Dados 45 pontos sdo escolhidos sobre a
reta AB, todos fora do segmento de reta AB. Prove que a
soma das distancias desses pontos ao ponto A ndo pode
ser igual a soma das distancas ao ponto B.

Exercicio 17. Existem 100 soldados em uma quartel,
toda noite , trés deles ficam de guarda. Apés um certo
periodo de tempo, é possivel que cada soldado tenha
ficado da guarda exatamente uma vez com cada outro
soldado?

Exercicio 18. 25 garotos e 25 garotas estdo sentados ao
redor de uma mesa. Prove que é sempre possivel en-
contrar uma pessoa em que ambos os seus vizinhos sdo
garotas.

3 Exercicios de Aprofundamento e de
Exames

Exercicio 19. O conjunto {1,2,3,4} pode ser dividido
em dois subconjuntos A = {1,4} e B = {3,2} sem ele-
mentos comuns e tais que a soma dos elementos de A
seja igual a soma dos elementos de B. Essa divisdo é
impossivel para o conjunto {1,2,3,4,5} e também para
o conjunto {1,2,3,4,5,6}. Determine todos os valores
de n para os quais o conjunto dos primeiros # nimeros
naturais pode ser dividido em dois subconjuntos sem ele-
mentos comuns tais que a soma dos elementos de cada
subconjunto seja a mesma.

Exercicio 20. Cem pessoas sdo postas em uma fila e
cada uma delas recebe um chapéu preto ou branco. Cada
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pessoa s6 consegue ver os chapéus das pessoas que estdo a
sua frente. E pedido que cada uma delas tente adivinhar a
cor do seu chapéu. Qual o méximo nimero de acertos que
se pode garantir, dado que as pessoas podem combinar
uma estratégia antes de recebé-los.

Exercicio 21. Em cada um dos 10 degraus de uma es-
cada existe uma rd. Cada ra pode, de um pulo, colocar-
se em outro degrau, mas quando uma ra faz isso, ao
mesmo tempo, uma outra rd pulard a mesma quantidade
de degraus em sentido contrdrio: uma sobe e outra desce.
Conseguirdo as ras colocar-se todas juntas num mesmo
degrau?

Exercicio 22. (Russia 1970) O rei Luis estava desconfiado
de alguns de seus cortesdos. Ele fez uma lista completa
de cada um dos seus cortesdos e disse a cada um deles
para espionar um outro cortesdo. O primeiro da lista foi
espionar o cortesdo que estava espionando o segundo da
lista, o segundo da lista foi espionar o cortesdo que estava
espionando o terceiro da lista, e assim sucessivamente, o
pendtltimo foi espionar o cortesdo que estava espionando
o ultimo e o dltimo foi espionar o cortesdo que estava
espionando o primeiro. Prove que o rei Luis tinha um
niimero impar de cortesaos.

Exercicio 23. Prove que para quaisquer inteiros positi-
vos ay,ay, . ..,4; 0 nUmero:

lay —ap| + |ag —az| + ... + |an — aq]

é par.

Observagdo: |x — y| é chamado de valor absoluto da
diferenca entre x e y e denota 0 méximo entre x —y e
y — x. Na reta real, ele representa a distadncia entre os
ndameros x e Y.

Exercicio 24. (Ucrania 1997) Um tabuleiro é colorido de
branco e preto da maneira usual, e cada casa contém um
inteiro. Sabemos que a soma dos ntimeros em cada coluna
e a soma dos niimeros em cada linha é par. Mostre que a
soma dos ntimeros nas casa pretas é par.
Exercicio 25. (China 1986) E possivel arranjar os
numeros 1,1,2,2,3,3,...,1986,1986 em fila de modo que
entre quaisquer dois i’s hajam (i — 1) numeros?
Exercicio 26. O numero de todos os inteiros positivos
de 64 digitos sem zeros em sua representacdo e que sdo
divisiveis por 101 é par ou impar?
Exercicio 27. Seja B, a quantidade de n — uplas ordena-
das de inteiros positivos (a1, 4y, ..., a,) tais que

1 1 1

— 4+ — 4.4+ ==1
ai a an

Determine se Byg € par ou impar.

Exercicio 28. Prove que numa festa com 2n pessoas exis-
tem duas com um ntimero par de amigos em comum.
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Respostas e Solugdes.

1. Veja que em cada movimento, o principe muda para
uma casa de cor oposta. Como a casa al é preta, ap6s um
ndmero impar de movimentos o principe estard numa
casa da cor branca. Para ele ter retornado até a casa
preta do inicio, ele devera ter feito um ntmero par de
movimentos.

2. A resposta é ndo. Em cada movimento, o principe pula
de um quadrado de uma cor para um quadrado da cor
oposta. Como o principe tem que fazer 63 movimentos, o
ultimo movimento ird deixa-lo em uma casa da cor oposta
a cor de al. Entretanto, al e h8 tem a mesma cor.

3. A resposta é ndo. Numeremos os vértices da linha
poligonal com os nimeros de 1 até 11. Se tal reta existisse,
os vértices impares ficariam em um dos semiplanos deter-
minados por ela e o vértices pares no outro. Entretanto, o
segmento que une os vértices 1 e 11 em um destes semi-
planos e ndo poderia ser cortado pela reta. Este absurdo
mostra que tal reta ndo existe.

4. Vamos denotar por A, B e C as trés bolas de gude. A
leitura da palavra ABC apéds alguns movimentos sera feita
no sentido horario ou no sentido anti-horario. Perceba
que se em um dado momento a leitura foi feita no sen-
tido horario, logo apés um movimento, a leitura na nova
configuracdo serd feita no sentido anti-horario e vice-versa.
Portanto, ap6s uma quantidade impar de movimentos, a
configuragdo das bolas produzird uma leitura da palavra
ABC que é oposta a configuracdo original. Como 25 é
impar, é impossivel que a configuragéo final coincida com
a inicial, pois terdo orientacdes diferentes.

5. Nao é possivel. Some a quantidade de estradas que
saem de cada casa. Bem, facilmente obtemos 7 x 9 =
63 estradas. Como cada estrada liga duas cidades, a
contagem que fizemos contou cada estrada duas vezes.
Logo o ntimero obtido teria que ser par.

6. Numere as pessoas de 1 até n e denote por d; o ntimero
de amigos da pessoa i. Imagine que existe um fio entre
duas pessoas que se conhecem. Se E denota a quantidade
de fios, temos

di+dy+...+d, =2E,

pois cada fio é contado duas vezes, um para cada ponta.
Como o lado direito é par, no lado esquerdo devemos ter
uma quantidade par de nimeros impares.

7. Se tal construgdo é possivel, entdo todos os segmentos
podem ser agrupados em pares de segmentos intersectan-
tes. Mas o nimero de segmentos é impar! Absurdo!

8. (Extraido da video-aula) Perceba que cada ntimero
aperece em exatamente 8 vezes em todos os 28 dominds.
Cada ntiimero que nimero que aparece no interior da
cadeia possui um correspondente igual e isso nos permite
concluir que cada niimero apareceu uma quantidade par
de vezes no interior da cadeia. Como o 5 estd numa ponta
e ele deve aparecer um ntimero par de vezes, 0 nimero
na outra ponta também deve ser 5.

9. Descartando cada dominé com uma casinha vazia,
cada um dos outros ntimero aparece em exatamente 7
outros dominds, que é um nimero impar. Como no
interior de uma cadeia cada ntimero aparece um ndmero
par de vezes, apenas os numeros da ponta poderiam
aparecer uma quantidade impar de vezes. Dado que
temos mais que dois ntimeros distintos para aparecer um
nimero impar de vezes, ndo é possivel fazer tal cadeia.

10. Nao. Como a soma de um ntmero par de nimeros
impares é par. A somas dessas 10 notas s6 pode ser um
namero par, mas 25 é impar.

11. Suponha que existem tais inteiros, entdo:

bedef + acdef + abdef + abcef + abedf + abcde
abcdef
bedef + acdef + abdef + abcef + abcdf + abcde =

- 1=

Na tltima expressdo, o lado esquerdo é um ntmero par e
o lado direito é um ntiimero impar. Absurdo!

12. Como esses inteiros s6 podem ser 1 e —1, para
que o produto seja 1, deve existir uma quantidade par
de ntimeros —1. Para que a soma seja zero, devem exis-
tir iguais quantidades de cada um dos dois ndmeros
possiveis. Entretanto, a quantidade de ntiimeros —1 nédo
pode ser 11, pois tal niimero é impar.

13. Sejam A, B e C os trés gafanhotos. Estaremos interes-
sados apenas na ordem em que os gafanhotos se dispoem
ao longo da reta, digamos que inicialmente eles estdo na
ordem (A, B, C). Podemos fazer os seguintes movimentos:

1 2 3 4

(A,B,C) — (B,AC) — (B,C,A) — (CBA)
Em cada passo, diponha as letras A, B e C em um circulo
e leia a palavra ABC. Percebeu alguma coisa? Antes de
efeturamos nosso primeiro movimento, a leitura estava
no sentido “horario” e logo em seguida passou para o
sentido ”anti-horério”. Como cada movimento alterna os
sentidos, ap6s 1991 movimentos estaremos em um sentido
diferente do original. Logo, nédo é possivel retornarmos

para a posicdo original.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br

abcdef .



14. Naéo é possivel. Perceba que quando escolhemos um
numero para trocarmos de sinal, por exemplo, de + para
— , a soma total varia o dobro do niimero escolhido, ou
seja, a paridade da soma ndo muda. Basta ver agora que
14+2+...+10 = 55 ndo tem a mesma paridade que 0.
Uma INVARIANTE ¢ a paridade da soma.

15.  (Extraido da video-aula) N&do é possivel. Pinte
o tabuleiro de preto e branco da maneira usual. Cada
dominé cobre exatamente um quadrado preto e outro
branco (Invariante), portanto, a quantidade de quadrados
pretos cobertos € igual a quantidade quadrados brancos
cobertos. Como al e h8 tém a mesma cor, sobrariam 30
quadrados de uma cor e 32 de outra para serem cobertos.
Absurdo!

16. Consideremos um ponto genérico X. Ele pode estar
a direita de B ou a esquerda de A. Ou ocorre: AX +
AB = BX ou BX + AB = AX. Assim, se estivéssemos
somando em x as distadncias dos 45 pontos para A e em y
para B, estarfamos na verdade s6 somando uma diferenca
de AB em x ou em y. Como 45 é impar, ndo podemos
”distribuir“uma igual quantidade de AB’s para o grupo
de A e o de B. Assim, segue que ndo é possivel.

17. Suponha, por absurdo, que seja possivel. Tomemos
o Soldado Ryan, ele possui 99 companheiros. Suponha
que ele em particular tenha conseguido ficar exatamente
uma vez de pernoite com cada um dos outros. A cada dia,
Ryan formava 2 duplas diferentes, que ndo poderiam se
repetir nos dias posteriores. Caso Ryan tivesse pernoitado
x vezes, a quantidade de duplas que ele teria formado
seria 2x, que por hipétese, deve ser igual a 99. Chegando
a conclusado que 99 é par. Absurdo!

18. Suponha, por absurdo, que ndo necessariamente
haja uma pessoa que possua duas garotas como vizinhas.
Denotemos & para garoto e m para garota. Cada pessoa
ou possui como vizinho 2k ou h 4+ m. Somando todas as
50 possibilidades, devemos estar contando cada pessoa
duas vezes (ja que essa é vizinho de duas pessoas). Assim:
x(2h) + y(h +m) = 50h 4+ 50m Onde x é o namero de
pessoas que tem 2 garotos como vizinhos e y é o numero
de pessoas que tem um garoto e uma garota. Notemos
ainda que x +y = 50. Obtemos xh = (50 — y)m assim
xh = xm. Mas x garotos sé serdo iguais a x garotas, se
x for nulo. Assim, todas as pessoas tem um garoto e
uma garota como vizinhos. Pintemos as 50 posi¢des do
circulo apenas de branco e preto. E analisemos apenas
as pretas. Todas as pretas terdo que ter vizinhos sendo
um garoto e uma garota. Logo, as casas brancas serdo
alternadas: garoto, garota, garoto... Absurdo. Pois com
25 casas brancas, a dltima e a primeira branca havera 2
garotos. Segue o resultado.

19. (Extraido da Olimpiada de Maio) Como a soma dos
elementos de A deve ser igual a soma dos elementos de

B, a soma dos nuémros do conjunto {1,2,3,...,n} deve
ser o dobro da soma dos elementos de A, ou seja, deve
ser um numero par. Vocé ja deve saber que

n(n—l—l)'

1+24+3+...+n= >

Vocé ndo sabia disso? Nao fique ai parado! Tente descobrir
porque isso é verdade! Nés demos uma ajudinha para
nn+1)
2
n(n+ 1) é multiplo de 4. Como estamos interessados

no resto na divisdo por 4 de algum namero, talvez seja
interessante procurar quais os possiveis restos de n na
divisdo por 4. Podemos escrever n na forma n = 4q +r
onde r =0,1,2 ou 3. Maos a obra!

vocé no final desta pégin Veja que é par se

(a) Se n =4q entdo @ =2g(49+1) é par.

(b) Se n = 4g+1 entdo @ =(29+1)(49+1) ¢
impar.

(c) Se n = 4q+ 2 entdo @ =(29+1)(49+3) ¢
impar.

(d) Se n = 4q+ 3 entao @ =(29+2)(49+3) ¢

par.

Podemos concluir que #n deve ser da forma 44 ou 44 + 3.
Acabou? Nado! Precisamos construir EXEMPLOS para
cada uma dessas possibilidades mostrando que realmente
esses valores satisfazem o problema.
Para n = 44, considere os conjuntos

A = {(1,4),(58),(9,12),..., (4 — 3,49)}.
B = {(2,3),(67),(10,11),..., (49 — 2,49 — 1)}.

Para n = 4q + 3, considere os conjuntos

A = {(47),(811),(12,15)..., (43,49 +3)} U{(1,2)}.
B = {(56),(9,10),(13,14),..., (49 + 1,49 + 2)} U{(3)}.

Note que os conjuntos foram divididos em parénteses.
Cada paréntese de A possui um correspondente em B com
a mesma soma, facilitando a construgdo de um exemplo
generalizado.

20. Facilmente consegue-se 50 acertos. Podemos dividir
as pessoas em pares: (100,99), (98,97),...(2,1) e assim o
maior nimero de cada par fala a cor da pessoa da frente,
que apenas precisa repeti-lo, para garantir 1 acerto por

Iveja que 2(1+2+...4+n) = (1+n)+ 2+ n—-1)+ B+ (n—
2))+...+(n+1)=nxn+1)
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par. De uma forma um pouco mais elaborada, se garante
66 acertos. Separando em trios: (100,99,98),...(4,3,2). O
maior ntiimero de cada trio pode falar BRANCO caso os
dois da sua frente tenham a mesma cor e PRETO, caso as
cores sejam distintas. Assim, apds o maior nimero falar,
o numero do meio pode acertar sua cor e em seguida, o
primeiro do trio pode acertar a dele. Curiosamente esse
nimero pode chegar a 99 acertos utilizando esse poderoso
argumento que é a paridade. Notemos que ninguem sabe
a cor do ultimo da fila. Entdo ndo importa a estratégia de
ordem das pessoas, nenhuma informacdo pode ser obtida
para esse chapéu. O que ndo ocorre com os 99 chapéus
restantes. Note ainda que a diferenca de conhecimentos
entre uma pessoa e a pessoa que se encontra atras dela é
apenas o seu chapeu. Entdo, basta seguir a estratégia: As
cores serdo faladas das pessoas de trds para as da frente.
E a dltima pessoa vai falar BRANCO caso a quantidade
de chapéus brancos a sua frente seja par e PRETO, caso
contrario. Como a 99 pessoa sabe a paridade da quanti-
dade de chapéus brancos a sua frente, ela acertara o seu
chapéu. A 98* computando ambas as informagdes pode
acertar o dela, e assim sucessivamente.

21. (Extraido da Olimpfada de Maio) Uma maneira
muito utilizada para atacar problemas onde é dado
uma condi¢do inicial e um conjunto de operagdes
para manipuld-la é tentar procurar o que ndo muda,
independente dos movimentos que utilizamos. Note que
se uma rd vai de um degrau par para um impar (muda de
paridade), a outra ra que se movimenta com ela também
pulard um ndmero impar de degraus, mudando também
de paridade. Caso a primeira ndo mude, a sua parceira de
movimento também permanecerd num degrau de mesma
paridade. UMA INVARIANTE: Paridade da quantidade
de ras em degraus de nimero par (Comprove testando os
movimentos possiveis). Como na posicdo inicial ha 5 ras
nos degraus de posicdo par e na posicdo final ha ou dez
ou zero rds nos degraus de posicdo par. A posicao final
NAO pode ser obtida da posigao inicial, apenas fazendo
essas operagdes permitidas.

22. Seja n o nimero de cortesdos da lista e suponha que 1
é par. Coloque-os sentados ao redor de uma mesa circular
de modo que cada um esteja espionando o seu vizinho
da esquerda. O cortesdo 1 espia o cortesdo X que espia
o cortesdo 2, o cortezdo 2 espia o cortesdo Z que espia o

~ . . z ~ n
cortesao 3, e assim sucessivamente até que o cortesao E

. ~ . ~.n
espia o cortesdo Y que espia o cortesdo 5 + 1. Como os
nameros 1,2,3,...,n devem se alternar sobre o circulo,
z. ~ n z * ~
concluimos que o cortesdo 5 + 1 é igual ao cortesdo 1, ou

seja, n = 0. Esse absurdo mostra que n é impar.

23. (Extraido da Olimpiada da Eslovénia 1992) Perceba
que |x —y| = +x £ y para alguma escolha de sinais. Entdo

a soma total é
t+aytaytaytazt...+a,+aq.

Como cada ntimero 4; aparece duas vezes, basta mostrar-
mos que cada uma das expressdes +a; + a; é par para
qualquer escolha de sinais. Vejamos os casos:

(@) =+a;+a; = +a; +a; = 2a; é par.
(b) +a;+a; = —a;+a; =0¢épar.

(c) xa;+a;=+4a;,—a; =0épar.

(d) =+a;+a; =—a; —a; = —2a; é par.

24.

Suponha sem perda de generalidade que o quadrado do
canto esquerdo superior é preto. A partir desse quadrado,
numere as colunas da esquerda para a direita e as linhas
de cima para baixo. Some os ntimeros das colunas em
posi¢des impares e os ntiimeros das linhas em posicdes
pares. Perceba que cada quadrado preto do tabuleiro é
contado apenas uma vez nesse soma enquanto que os
quadrados brancos das linhas e colunas mencionadas sdo
contados duas vezes. Logo, essa soma tem a mesma
paridade que a soma de todos os niimeros escritos nos
quadrados pretos. Como a soma de quaisquer linhas e
colunas é sempre par, a soma dos niimeros nos quadrados
pretos é par.

25. Vamos tentar fazer alguns casos pequenos. E facil ver
que ndo conseguimos fazer o que o enunciado pede com
os numeros 1,1,2,2 mas com os numeros 1,1,2,2,3,3,4,4
temos um exemplo:

10 20 30 40 50 60 70 80

as dag dap Z’J3 b2 b4 ai bl

3 4 2 3 2 4 1 1
Contando da esquerda para a direita, denotemos por a;
e b; as posi¢des do primeiro e segundo ntimero i, res-
pectivamente. No nosso exemplo, a = 3 e bp = 5.
Como existem i — 1 niimeros entre dois niimeros i’s, de-

vemos ter b; —a; = i. Se é possivel escrever os niimeros
1,1,2,2,...n,1n em linha como no enunciado, obtemos:

(m+ax+...ay)+ (b1 +ba+...+by)

1+2+...42n = n(2n+1)
(by —a1) + (bo —az) + ... (by — ay)
1424 ... 4n = @

Somando as duas linhas,

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



n(5n +3)

n(5n + 3)

2
deve ser um inteiro par. Isso ji restringe os possiveis

valores de n. Para n = 1986,

Como o lado esquerdo é sempre par, a fragdo

fﬁ?ﬁ;ffa,::9863469

é impar e consequentemente ndo é possivel dispormos
esses niimeros em linha. Uma pergunta natural que vocé
deve tentar descobrir é, para quais n, tal distribuicdo é
possivel.

26. (Extraido da Russia 1984) Precisamos bolar al-
guma maneira de agrupar os nimeros em pares. Seja
A =11...110. Como 1111 é multiplo de 101 é facil ver

—

64 vezes
que A é mdltiplo de 101. Para todo ndmero de 64 digitos
a4 = @143 ... As3064, SEM Zer0s em sua representagdo de-
cimal, considere o seu conjugado b = b1b;...as3b61 =
(10 — a1)(10 — ap) ... (10 — ags). Nenhum digito de a é
igual a zero, portanto, cada nimero 10 — 4; pertence ao
conjunto {0,1,...,9}. Da equagdo a +b = A obtemos
que a é divisivel por 101 se e somente se b é divisivel
por 101(lembre-se que A é multiplo de 101). Como o
tnico nimero que € igual ao seu conjugado é o ntimero
25, .\./.i’:}(que é multiplo de 101) e os demais ntiimeros que
64 vezes
satisfazem o enunciado podem ser pareados, concluimos
que a quantidade procurada é impar.

27. (Extraido da Putnam 1997) Uma idéia natural é tentar
agrupar as solugdes em pares. Qualquer solu¢do com
a1 # ap pode ser pareada com a outra solugdo obtida pela
troca de posicdo entre a; e a,. Logo, Bjp tem a mesma
paridade que o ntiimero de solugdes com a; = a,. Das
solugdes com a1 = ap, podemos parear aquelas que tem
a3 # a4 da mesma maneira. Repetindo esse argumento
com (as, a), (a7, ag) e (a9, ajp), concluimos que a paridade
de Byp é a mesma do ntiimero de solu¢des com as = ag,
ay = ag e a9 = ayp, ou seja, das solugdes de:
2 2 2 2 2

— —+—=1.
ay as 4as dazy  4ag

Como anteriormente, podemos nos restringir a quanti-
dade de solugdes com a; = a3 e a5 = ay da equagdo:

a3 4as dg

Mais uma vez, podemos nos restringir & quantidade de
solucdes com a; = a5 da equagdo:

—+—=1

ap a9
Agora ficou facil! Basta contar explicitamente o ntimero
de solugdes da equagdo anterior. Como fazer isso? Bem,
ela pode ser fatorada como:

(a1 — 8)(&9 — 2) =16

que admite 5 solugdes correspondendo as fatoracdes de
16 como 2! x 241 parai=20,1,2,3,4. Entdo Byg é impar.

28. Suponha que quaisquer duas pessoas tenham um
ndmero impar de amigos em comum e seja A um dos
participantes da festa. Seja M = {F;, F,...,F} o con-
junto dos amigos de A. Considere uma nova festa restrita
apenas ao conjunto M. Como cada F; tem um ntmero
impar de amigos em comum com A, na nova festa, cada
F; possui um ntimero impar de amigos. Pelo problema 12,
k deve ser par. O mesmo argumento vale para qualquer
pessoa na festa e consequentemente todos conhecem um
namero par de pessoas. Peca para cada um dos amigos
de A fazerem uma lista de seus amigos diferentes de A.
A soma da quantidade de nomes listados é par, pois é
uma soma de uma quantidade par (igual a k) de ntimeros
impares (cada F; possui um ntimero impar de amigos dife-
rentes de A). Agora comparemos o nimero de aparigdes
de cada uma das 2n — 1 pessoas diferentes de A nessas
listas. Se cada uma delas aparecer em um niimero impar
de listas, a soma total de todos os nomes em todas as listas
seria impar (Lembre-se que a soma de uma quantidade
impar de nimeros impares é impar!). Mas isso é uma
contradi¢do. Logo, existem duas pessoas na festa com um
nuimero par de amigos em comum.
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