gy Programa de
——1r Inicia¢@o Cientifica
v/~ da OBMEP

Aula 2 - 62 Encontro

Combinacoes com Repeticoes

03/12/2016



gy Programa de
W Iniciacdo Cientifica
/- da OBMEP

1. (Exemplo 5, pag. 34, “Métodos de Contagem e
Probabilidade”) Uma professora tem 3 bolas de gude
para distribuir para 5 meninos (digamos Alfredo,
Bernardo, Carlos, Diogo e Eduardo). De quantos
modos ela pode fazer essa distribuicao?

a) Supondo que ela dé as bolas para 3 alunos
distintos?

b) Supondo que os contempladores possam ganhar
mais de uma bola? (Por exemplo, Carlos pode
receber todas as bolas).
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1)
a) Supondo que ela dé as bolas para 3 alunos distintos?

Neste caso ela deve escolher 3 dentre os 5 meninos para receber as
bolas.

O que pode ser feito de

-3 5! 5-4-31 20

ST3Go3) Az omedes
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b) Supondo que os contempladores possam ganhar mais de uma bola?
(Por exemplo, Carlos pode receber todas as bolas)

Podemos resolver o problema separando a contagem em casos:

* 12 possibilidade - 3 premiados, cada um ganhando uma bola, como ja
vimos no item anterior pode ser feito de C3 = 10 modos;

» 22 possibilidade - 2 premiados, um ganhando uma bola e outro duas.

O primeiro pode ser escolhido de 5 modos e o segundo de 4, isto é,
5 X 4 = 20 modos.

* 32 possibilidade - um premiado, ganhando as 3 bolas, que pode ser
escolhido de 5 modos.

Portanto o namero total de possibilidades é

10+ 20+ 5 =35
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Outro modo de resolver este exercicio é observar que o numero de

possibilidades é o nimero de listas (x4, x5, X3, X4, X5) representando o
numero de objetos dados a Alfredo, Bernardo, Carlos, Diogo e Eduardo,
respectivamente, que satisfazem a equacao:

X1+ X, +x3+x4+x5=3

0 0 | 0
0|00 |
000 |

Observe que temos 7 simbolos que podem ser permutados entre si,
isto € 7!, mas observe que temos 3 0 e 4 | . Portanto devemos dividir
por 3! E 4!

Assim temos

70 7-8-5-M

T e =7-5=35
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Que é conhecido como Combinag¢ao Completa ou ainda combinag¢ao

com Repetigao,
isto &,
CRy, = Cﬁ+p—1
Que seria
7!
CRS = Cy3-1 = (5 =577 =35

31- 4!
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Combmagao Completa ou com Repeticdo

Para contar o numero de maneiras de distribuir p objetos paran
pessoas (ou seja, de calcular o nimero de solucoes inteiras e nao
negativas de x; + x, + x3+ ... +x,, = p, ou ainda, de calcular o namero

C Rﬂ de combina¢des completas de n elementos tomados p a p).

Temos p objetos, que devem ser separados por n — 1 tracinhos. Ou
seja, precisamos escolher p dasn + p — 1 posi¢cdes para os objetos.

A resposta portanto €
CR;, = CF

n+p-1
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2. (Exercicio 17, pag. 38, “Métodos de Contagem e
Probabilidade”) Uma industria fabrica 5 tipos de
balas, que sao vendidas em caixas de 20 balas, de um

sO tipo ou sortidas. Quantos tipos diferentes de caixa
podem ser fabricados?
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2) Temos 5 tipos de balas. Sejam
x1 = quantidade de balas do tipo 1;
X, = quantidade de balas do tipo 2;
X3 = quantidade de balas do tipo 3;
x, = quantidade de balas do tipo 4;
X5 = quantidade de balas do tipo 5;

Para formar uma caixa, devemos selecionar 20 balas dentre os 5 tipos,
valendo repeticao na escolha. Ou seja, devemos formar solucdes
inteiras e nao negativas de

X1+ x, +x3+x4 +x5 =20
000000]|000]|000]|000]|00000

Por exemplo a escolha acima de uma caixa qualquer representa 6 balas
do tipo 1, 3 balas do tipo 2, e assim por diante.

Observe que nos resulta em 24 simbolos, isto é, CZ5.
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Ou podemos observar que em cada caixa coloca-sep = 20 objetos, e
temos n = 5 tipos.

Assim temos,

— (20 _ (20

CRﬁ = CRE'?;O =C, 5+20-1 — L24

n+p-1

a2 22822202l e
#7201 (24 - 20)! 20! 41 - -
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3. (Problema C11, pag. 213, S. Dorichenko) De
guantas maneiras pode-se enviar seis cartas urgentes
por seis mensageiros se cada carta pode ser
entregue a qualquer um dos mensageiros?
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3) Observe que nao existem quaisquer restricoes sobre a quantidade
de cartas que um dado mensageiro devera levar.

Entao, assuma que x; seja a quantidade de cartas que o mensageiro i
iralevar,i = 1,2,...,6.
Portanto, o problema se resume a encontrar o nimero de solucoes
inteiras e positivas da equacao

X1+ x,+x3+x4+x5+%x5 =06

0 | | 00 | | 000
Podemos utilizar o método dos simbolos, temos 11 simbolose 5 |,
isto €,
11! 11-10:-9-8-7-4!

= = 2
5111 —5)! 5161 46

5 _
(i =
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Ou podemos observar que temos p = 6 cartas paran = 6 carteiros,
isto é,

11! 11-10-9-8-7 - 41

CR66 —_ C66+6—1 = C161 = 6! (11 _ 6)! = ﬁ’_f' 5!

= 462

Observe que

P _ P — rn-1
CRn - Cn+p—1 o Cﬂ"'p-l
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4. ( Video aula - Combinacao Completa — Parte 1)
Uma pessoa quer comprar 6 empadas numa
lanchonete. Ha empadas de camarao, frango,
legumes e palmito. Sabendo que podem ser
compradas de zero a 6 empadas de cada tipo, de

guntas maneiras diferentes essa compra pode ser
feita?
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4) Temos n = 4 sabores Camarao, Frango, Legumes e Palmito.E p =
6 € a quantidade de empadas que ira comprar.

Assim, basta-nos encontrar o numero de solu¢des inteiras e nao
negativas da equacao:
C + F +L + P =6

00 | 0 | 0 |00

Observe que temos 9 simbolos e como queremos comprar 6 empadas
temos:

~ 9 _9-8-7-,61 B

6l (9-6)!  H-31

Ou podemos observar que temos uma combinac¢ao com repeticao de 4
elementos tomados 6 a 6, isto é,

CRTP;. = C::+p—1

Cs

CRY = (-1 = C5 = 84
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5. ( Video aula - Combina¢ao Completa — Parte 5)
Quantos sao os anagramas da palavra

PARAMETRIZADA qgue nao possuem duas letras “A”
juntas?
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5) Prlmelramente vamos % sicionar as letras diferentes de A:

RQM EQTQRQ QZQ Q

Observe que podemos colocar as letras 4 letras A em qualquer um

desses 10 espagos, e como as 4 letras sao iguais, podemos posiciona-

las de:

10! 10-9-8-7-6! 5040
C4 = = = —— = 210 modos
10 ™ 41-(10-4)! 41-6! 24

Agora observe que podemos permutar as 9 letras que fixamos de 9!

modos, porém a letra R se repete, isto é
9! 362 880

Por fim, teremos ao todo
210 X 181 440 = 38102 400 anagramas.
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~ Outro modo:

___A A A A

X1+ X + x3 + x4 + x5 =9
Onde x4 é a quantidade e letras que podemos colocar no primeiro
espaco, x, € a quantidade de letras que podemos colocar no segundo
espaco e assim por diante.
Observe que x,,x3 e x, ndo podem ser zero, pois se forem teremos duas
letras A juntas.

X, =14 x;
Assim chamemos<{ x; = 1+ x3’

X, =1+ x,
Logo, basta-nos encontrar o niumero de solugoes inteiras e nao negativas
da equacao:

X1+ X, +x3+x,+x5=9—-3=6
Assim temos,

10! 10-9-8-7-6!
= = 210

6! (10 — 6)! 6! - 4!

CRF? = CS6+6—1 = C160 =
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Observe que 210 é a maneira que podemos colocar as 9 letras nos

espacos entre os A's, porém essas 9 letras podem ser permutadas.

Com isso, temos

210 - P¢ = 210 - = = 38 102 400 anagramas
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6. (Exercicio 15, pag. 38, “Métodos de Contagem e
Probabilidade”) Quantas sao as solucdes inteiras e
positivasdex+y+z =77
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6) Quando falamos em soluc¢des inteira positivas sabemos que
x>0,y>0ez>0
Sejam x=1+a , y=1+b e z=1+c

O problema se transforma em encontrar todas as solugdes inteiras e
nao negativas de
1+a)+(A+b)+(1+c)=7
a+b+c=7-3
a+b+c=4

Ondep =4en =3
Assim,

6! 65 A4

CR3 = C31a1=Co = re— 31 = w21

=15
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7. (Exercicio 16, pag. 38, “Métodos de Contagem e
Probabilidade”) Quantas sao as solucdes inteiras e
nao negativas da desigualdade x + y+ 2z <67
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7) Cada solucgdo inteira e ndo negativa de
x+y+z<6

Corresponde a uma solu¢do inteira e ndao negativa da equacao
x+y+z+f=6

[sto e,
f=6—(x+y+2)
Observeque f =0,1,2,3,4,50u6

Assim temos 0S casos:

. 2!
i)f=6 = x+y+z=0 = Cf‘:z!(z_z)!

3!
ii)f=5 = x+y+z=1 = C23=2|(3_2)'=3
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ii)f=4 > x+y+z=2 = C24:2|(:i2)|=6
51
iv)f=3 = x+y+z=3 = c§=2'(5_2)'=10
V) f=2 = x+y+z=4 = C§’=2'(6612)|=15
7!
vi)f=1 = x+y+z=5 = C27=2'(7_2)'=21
Vi) f=0 = x+y+z=6 = C(f=5—=28

Por fim obtemos

1+3+6+10+ 15+ 21+ 28 = 84 solugdes
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Observe que

CE+C3+Cr+Co+Co+CJ+C3=0C3

90  9:8-7-.6
31(9—-3) 3-2-61

3 = 84
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Outro modo seria observar a equagao:
x+y+z+f=6
00| 0 | O |OO

Podemos observar que temos 9 simbolos e 3 |, isto ¢,

! .8.7.
5 =3 (99; 3 : 5?! /767)64 = 84
Ou
Quetemosp =6en =4
Assim,
9! _9-8-7-,6'.(_

= 84

(R = CRhe-1=C5 =7 9—6) & 3
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8. (Exemplo 1, Material Tedrico — Combinacoes
Completas) Uma sorveteria vende 6 sabores de
sorvete. De quantas formas podemos comprar uma
taca de sorvete com duas bolas, considerando que a
ordem em que as bolas sao posicionadas na taca nao
€ importante?
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8) Como o numero de bolas € apenas 2, podemos calcular esse valor
diretamente, sem a necessidade de introduzir técnicas novas, com uma
pequena analise de casos.

Ha apenas dois casos:

(i) as duas bolas sao de sabores diferentes;

podemos montar a taca de CZ maneiras, ja que a ordem em que as
bolas sao escolhidas é irrelevante.

Assim, ha’

6! 6-5-4!
Cé?' — — = 15 maneiras de montar a taca
2!(6-2)! 2!-4!

(ii) as duas bolas sdo do mesmo sabor;

nesse caso, basta escolhermos qual sera esse sabor, 0 que pode ser
feito de 6 maneiras.
Sendo assim, o total de maneiras de montar a taca é

15+6 =21
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9. (Exemplo 6, Material Tedrico — Combinacoes
Completas) De quantas maneiras podemos comprar
dez picolés de uma loja que os oferece em trés
sabores? Assuma que a loja possui pelo menos dez
picolés de cada tipo em estoque.
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9) Cada maneira de comprar os picolés corresponde a uma solugao da

equagao
X1 + X9 + X3 = 10

00000| 000|00

onde x; representa a quantidade de picolés do tipoi,paral < i < 3.

Observe que temos 12 simbolos e 2 |, 0 que nos leva a
12! 12-11-1601

6122=2!(12—2)!= e 00
Ou, simplesmente basta observarmos que
p=10en=3
Assim,

12! 12-11-101

10 _ ~10 — 10 _
CR3 - C3+10—1 - C12 -

101 (12 — 10)! 20!~ 2!



