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Permutacoes de elementos nem 2
todos distintos e permutacoes

circulares

» Apostila 2: *“Métodos de Contagem e Probabilidade” de Paulo
Cezar Pinto Carvalho.

Secdo 4: Mais Permutacoes e Combinacoes
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Permutacoes de elementos nem 3
todos distintos e permutacoes

circulares

Como vimos anteriormente, € possivel resolver um grande niumero
de problemas inferessantes de contagem sem utilizar formulas,
apenas empregando apropriadamente as quatro operacdes. HA,
no entanto, certos problemas que ocorrem com frequéncia e que
ndo sdo imediatos, como o problema das combinacdes simples,
para os quais € interessante conhecer a formula que expressa sua
solucdo, para empregd-la em oufros problemas. Neste material
adicional, veremos alguns problemas que utilizam permutacdes e
combinacoes em sua solucdo e fravaremos contato com
algumas outras formulas combinatdrias que podem ser Uteis.
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Permutacoes de elementos nem 4
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 1. De quantos modos 4 criancas podem formar uma roda?
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Permutacoes de elementos nem 5
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 1. De quantos modos 4 criancas podem formar uma roda?

Solucdo: A primeira vista, pode parecer que para formar uma roda
com as 4 criancas basta escolher uma ordem para elas, o que pode
ser feito de 4! — 24 modos. Entretanto, as rodas ABCD, BCDA,
CDAB e DABC mostradas na figura abaixo sao iguais, ja que cada
uma resulta da anterior por uma “virada” de 1/4 de volta.

B C D A
D A B C



Permutacoes de elementos nem @ 4
todos distintos e permutacoes

circulares

Para calcular o niimero de maneiras possiveis de formar uma roda,
podemos raciocinar de dois modos diferentes. Um deles consiste em

partir do resultado anterior (4! = 24) e perceber que cada roda esté
sendo contada 4 vezes. Logo, o nimero correto de rodas que podem
24

ser formadas ¢ 77 = 6. Alternativamente, podemos comegar por fixar
a crianga A na posi¢ao a esquerda (ja que em qualquer roda A pode
ficar nesta posi¢ao). Agora, temos 3 lugares para as 3 criangas que
restaram, para um total de 3! — 6 possibilidades.

De modo geral, o namero de modos de colocar n objetos em
circulo, considerando-se iguais disposicoes que coincidam por rota-
¢ao (ou seja, o nimero de permutagoes circulares de n objetos) é

PC, = (n— 1)\,
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Permutacoes de elementos nem 7
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 2. Considere um grupo formado por 7 homens (entre os
quais José) e 5 mulheres (entre as quais Maria), do qual se quer extrair
uma comissao constituida por 4 pessoas. Quantas sao as comissoes:

(a) Possiveis?

(b) Formadas por 2 homens e 2 mulheres?
(c) Em que haja pelo menos 2 mulheres?
d) Em que José participe, mas Maria nao?

(e) Formadas por 2 homens, entre os quais José, e 2 mulheres, mas
sem incluir Maria?



Permutacoes de elementos nem 8
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 2. Considere um grupo formado por 7 homens (entre os
quais José) e 5 mulheres (entre as quais Maria), do qual se quer extrair
uma comissao constituida por 4 pessoas. Quantas sao as comissoes:

(a) Possiveis?

Solucao: Devemos escolher 4 das 12 pessoas, o que pode ser feito de

4 . A terial o 12xX11x10x9 - G
C7y modos, que ¢ igual a ~555-77— — 495 comissoes.




Permutacoes de elementos nem 9
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 2. Considere um grupo formado por 7 homens (entre os
quais José) e 5 mulheres (entre as quais Maria), do qual se quer extrair
uma comissao constituida por 4 pessoas. Quantas sao as comissoes:

(b) Formadas por 2 homens e 2 mulheres?

Solucao: Para formar uma comissao, devemos escolher os 2 homens,
o que pode ser feito de C’? modos, e, a seguir, as 2 mulheres, o que
pode ser feito de C2 maneiras. O nimero total de possibilidades de
escolha, pelo principio multiplicativo, é C’% X C§ = 21 x 10 = 210

COIMISSOCeS.
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Permutacoes de elementos nem 10
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 2. Considere um grupo formado por 7 homens (entre os
quais José) e 5 mulheres (entre as quais Maria), do qual se quer extrair
uma comissao constituida por 4 pessoas. Quantas sao as comissoes:

(¢) Em que haja pelo menos 2 mulheres?

Solucao: Ha 3 tipos de comissao possiveis: com 2 homens e 2 mu-
lheres, com 1 homem e 2 mulheres e com 4 mulheres. Para obter o
nimero total de comissoes, contamos separadamente as comissoes de
cada tipo e somamos os resultados, obtendo

C? x C24+C3 x Cp +Cg =210+ 70 +5 = 285  comissoes.
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Permutacoes de elementos nem 11
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 2. Considere um grupo formado por 7 homens (entre os
quais José) e 5 mulheres (entre as quais Maria), do qual se quer extrair
uma comissao constituida por 4 pessoas. Quantas sao as comissoes:

Uma tentativa de contagem que leva a um erro muito comum ¢é a se-
guinte: como a comissao deve ter pelo menos 2 mulheres, inicialmente
escolhemos 2 mulheres, o que podemos fazer de C2 = 10 modos. A
seguir, basta escolher 2 pessoas quaisquer entre as 10 que sobraram,
o que pode ser feito de C%, = 45 modos. Logo, por este raciocinio,
terfamos 10 x 45 = 450, que difere do resultado (correto) encontrado

acima. Essa solucao, portanto, esta errada. Vocé sabe explicar onde
estd o erro no raciocinio?
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Permutacoes de elementos nem 12
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 2. Considere um grupo formado por 7 homens (entre os
quais José) e 5 mulheres (entre as quais Maria), do qual se quer extrair
uma comissao constituida por 4 pessoas. Quantas sao as comissoes:

(d) Em que José participe, mas Maria nao?

Solucao: Como José deve participar da comissao, resta escolher ape-
nas 3 outras pessoas, entre as 10 restantes (ja que José ja foi escolhido
e Maria nao pode ser escolhida). Logo, o niimero de possibilidades ¢
igual a C3, = 120.



Permutacoes de elementos nem 13
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 2. Considere um grupo formado por 7 homens (entre os
quais José) e 5 mulheres (entre as quais Maria), do qual se quer extrair
uma comissao constituida por 4 pessoas. Quantas sao as comissoes:

(e) Formadas por 2 homens, entre os quais José, e 2 mulheres, mas
sem incluir Maria?

Solugdo: Temos que escolher 1 homem entre 6 (José ja esta escolhido)
e 2 mulheres entre 4 (Maria nao pode ser escolhida). O ntimero de
comissoes ¢ 6 x C2 = 6 x 6 = 36.



Permutacoes de elementos nem 14
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 3. Quantos anagramas podemos formar com a palavra

MATEMATICA?
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Permutacoes de elementos nem 15
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 3. Quantos anagramas podemos formar com a palavra
MATEMATICA?

Solugao: Um anagrama é uma palavra (nao necessariamente fazendo
sentido) formada com as mesmas letras, mas em uma ordem qualquer.
Quando as n letras de uma palavra sao todas distintas, o nlimero de
anagramas ¢ igual ao niimero de permutacoes de n, que, como vimos,
¢ igual a n!. Mas a palavra MATEMATICA tem letras repetidas: ha
3A, 2Me2T, além de E, I e C, que aparecem uma vez cada.



Permutacoes de elementos nem 16
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 3. Quantos anagramas podemos formar com a palavra

MATEMATICA?

Uma solugao (consistente com o principio de atacar o mais com-
plicado antes) é, antes de mais nada, decidir o que fazemos com as
letras repetidas. Para colocar os A, temos que escolher 3 dentre os 10
lugares possiveis, o que pode ser feito de C’f’o modos. Para colocar os
M, restam agora 7 lugares, dos quais devemos escolher 2, o que pode
ser feito de C? maneiras. Agora s6 restam 5 lugares, dos quais deve-
mos escolher 2 para colocar os T; temos C? possibilidades. Agora, s6
restam 3 lugares, nos quais devem ser colocadas as 3 letras restantes,
o que pode ser feito de 3 x 2 x 1 modos. Logo, o nimero total de

anagramas é C3,C20% x 6 = 151 200. s
N2 PIC Ea&s-



Permutacoes de elementos nem 17
todos distintos e permutacoes

circulares

Mas ha um outro modo de pensar, partindo do namero de
permutacoes de 10 letras distintas (igual a 10!). Esta contagem
nao esta correta, porque consideramos letras iguais como se fos-
sem distintas. Ou seja, é como se considerassemos as permutacoes
de Ay, Aq, Ag, My, My, 11,15, FE. I e C. Para corrigir a contagem,
basta contar quantas vezes cada anagrama foi contado. Por exem-
plo, o anagrama AAAMMTTFEIC foi contado varias vezes: um
como AjAs AsMMsTiToEIC, outro como As Ay AsM\MsTVTLoEIC
etc. Na verdade, ele foi contado tantas vezes como os modos de orde-
nar os 3 A, 0s 2 M e os 2 T, que é igual a 3! x 2! x 2!. O namero de

; = _10!
anagramas €, entao

, garo1 — 191200, como encontrado anteriormente.
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Permutacoes de elementos nem 18
todos distintos e permutacoes

circulares

O segundo raciocinio pode ser facilmente estendido para uma si-
tuacao geral. O nimero de permutacoes de n objetos nem todos
distintos, em que um deles aparece n; vezes, outro ng vezes, e assim

. # ﬂl?’n.g._,...
por diante, é P, =



Permutacoes de elementos nem 19
todos distintos e permutacoes

circulares

Exemplo 4. De quantos modos 6 pessoas (Joao, Maria, Pedro, Ja-
nete, Paulo e Alice) podem ser divididas em 3 duplas?
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Permutacoes de elementos nem 20
todos distintos e permutacoes

circulares

Solucdo: O problema é mais sutil do que parece a principio. A pri-
meira vista, pode parecer que a situacao ¢ a mesma do problema
anterior. Uma maneira de dividir as 6 pessoas em duplas é colocar as
pessoas em fila e formar uma permutacao de AABBCC. Como visto
no exemplo anterior, isto pode ser feito de %:2, = 90 modos. Mas
isto nao estd correto, pois atribuiu nomes especificos (A, B e C) as
duplas formadas. Note que colocar Joao e Maria na dupla A e Pedro
e Janete na dupla B ¢é equivalente a colocar Joao e Maria na dupla
B e Pedro e Janete na dupla A. Portanto, uma mesma distribuicao
em duplas esta sendo contada varias vezes. Mais precisamente, cada
distribuicao em duplas estd sendo contada tantas vezes quanto o nu-
mero de modos de ordenar A, B e C, ou seja, 3! — 6 vezes. Logo, o

- Iniciagie Cientifica

nimero de possiveis distribuicoes em duplas é ‘;U = 15. ngl propram de

!’ da OBHEP



De quantas maneiras 13 pessoas podem ser distribuidas em 3 quartos A, B e C
de um hotel, de modo que 5 pessoas fiquem em A, 2 em B e 6 em C?
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Exercicio 1 - Solucdo

De quantas maneiras 13 pessoas podem ser distribuidas em 3 quartos A, B e C
de um hotel, de modo que 5 pessoas fiquem em A, 2 em B e 6 em C?

Solugao:

Ordenemos as pessoas em fila, em ordem de idade por exemplo. Associemos a
cada pessoa o quarto em que ela vai ficar. Desta forma, cada distribui¢ao das 13
pessoas pelos 3 quartos, conforme o enunciado, corresponde de maneira Unica a

exatamente uma sequéncia de 13 letras, sendo 5 letras iguais a A, 2 iguaisa B e

. , : A e 13!
6 1iguais a C. O numero de tais sequéncias e igual Plsg’z’ﬁ = o = 36036.
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Um cubo 5 X 5 X 5 € formado por pequenos cubos unitarios. Um gafanhoto esta
no centro O de um dos cubos de canto. Em qualquer instante, ele pode pular para
o centro de qualquer cubo que tenha uma face em comum com o cubo onde ele
esta, desde que este pulo aumente a distancia entre o ponto O e a posigdo atual
do gafanhoto. De quantas maneiras o gafanhoto pode chegar ao cubo unitario no
canto oposto?
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Exercicio 2 - Solucdo

Um cubo 5 X 5 X 5 € formado por pequenos cubos unitarios. Um gafanhoto esta
no centro O de um dos cubos de canto. Em qualquer instante, ele pode pular para
o centro de qualquer cubo que tenha uma face em comum com o cubo onde ele
esta, desde que este pulo aumente a distancia entre o ponto O e a posi¢do atual
do gafanhoto. De quantas maneiras o gafanhoto pode chegar ao cubo unitario no
canto oposto?

Solucao:

Para chegar ao cubo unitario no canto oposto o gafanhoto tem que dar 12 pulos,
sendo 4 em cada uma das 3 dire¢coes. Denotando os pulos na primeira diregao
por A, os pulos na segunda dire¢do por B e os pulos na terceira direcao por C,
entdo cada caminho percorrido pelo gafanhoto pode ser interpretado, de maneira
unica, como uma sequéncia de 12 letras A, B e C, sendo que cada uma das letras
A, B e C deve aparecer exatamente 4 vezes na sequéncia. O numero de tais

12! _ 34650.

4144 " Qflilg i Gt

o . L 41414 —_—
sequéncias € iguala P, "~ =



Se 4 meninos e 4 meninas vao brincar de roda, de quantas maneiras poderdo dar
as maos, de modo que pelo menos 2 meninas estejam juntas?
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Exercicio 3 — Solucado

Se 4 meninos e 4 meninas vao brincar de roda, de quantas maneiras poderao dar
as maos, de modo que pelo menos 2 meninas estejam juntas?

Solucéo:

O numero de maneiras de dispor as 8 criangas na roda € igual a PCg = 7! =
5040. Vamos calcular o numero de maneiras de dispor as crian¢as na roda de
modo que nao estejam 2 meninas juntas. Para tal, primeiro dispomos as 4
meninas na roda, o que pode ser feito de PC, = 3! = 6 maneiras. Uma vez
dispostas as meninas na roda, deve-se dispor cada um dos 4 meninos entre cada
par de meninas (de modo que nunca duas meninas fiquem juntas), o que pode
feito de 4! = 24 maneiras. Assim, o numero de maneiras de dispor as criangas
na roda de modo que ndo estejam 2 meninas juntas ¢ igual a 6 - 24 = 144
maneiras. Assim, O niimero de maneiras de dispor as 8 criancas na roda, de
modo que pelo menos 2 meninas estejam juntas, € igual a 5040 — 144 = 4896.
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Estudar para o proximo encontro!

Proximo encontro: 12/11, sdbado, as 08h

Videoaulas do Portal da Matemdtica:

Modulo: “Construcdes geométricas com regua e compasso”
hitp://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/veremodulo=67
Videoaulas:

Aula 2 - Construcdoes geomeétricas elementares 2

Aula 3 - Circunferéncia circunscrita a um tridngulo

Aula 4 - Cincunferéncia inscrita a um tridngulo

Aula 5 - Arco capaz

Aula 8 - Reta tangente a uma circunferéncia

Aula 9 - Tracando uma corda

Aula 10 - Desenhando um triGngulo 1

Aula 11 - Desenhando um tridngulo 2
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