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Problema 2

aj

b)

¢}

Uma volta completa em torno da pista tom aextensfode 1+2+6+4=13 km.
Por isso, para percorrer 14 km precisamos dar uma volta completa ¢ percorrer
mais | km. A dnica forma de percomrer | km, respeitando-se o sentido da. comida,
¢ comegando em A & terminando em B. Portanto a comrida deve comegar em A,
dar 1 volia completa ¢ terminar cm B.

Como 100=7%13+9, uma comida de 100 km comesponde a dar 7 voltas -
completas na pista ¢ perporrer mais 9 kin, A finica forma de percorrer 9 km,
respeitando-se o sentido da corrida, € comegando em A ¢ terminando em D,
Portanto a corrida deve comegar em A, dar 7 voltas completas ¢ jerminar em D.

Como sugerido nos itens acima, a solugio do problema estd baseada na idéia de
dar tantas volias completas sem exceder o comprimento da cormnida ¢ depois
localizar estagdes convenientes para percomer “o que falta”. Do ponte de vista
matematico, o que a2cabamos de falar € a expressfio do algoritmo de divisio
euclidiana de nimeros inteiros, no caso com divisor igual a 13. Em ouiras
palavras, tomos o disgrama habitnalmente utilizado na divisdo enclidiana

dividendo {(comprimento da corrida) § 13 {divisor)
resto (o que falta™) guosienie (wimero de voltas completas}

Pl

que representa a expressio dividendo =13xdivisor + resto, sendo o resio um
namero natural menor do gue 13. Logo o resio 86 pode ser um dos ndmeros 0, 1,
2,34 56,7,8,9,10,11oul2

Inicialmente, vejamos como podemos realizar corridas com de 1 km até i3
ke ; isto & feito por inspegdo direta ¢ o resultado € a tabela abaixo.

Extensfo em km | Poste de partida | Posto de chepada

1 A B
2 B c
3 A C
4 b A
5 D B
] C D
7 D C
8 B D
G A D

i¢ C A

2 u C B

B 12 B A

& 1% | Qualguerum |O mesmo de partida

A partir dessa tabela, podemos concluir que € possivel realizar corridas cuja
extensfio ¢ qualquer niimero inteiro de quilémetros maior do gue 13. Para isso,
basta ver que temos duas possibilidades:




1 possibilidade: a extensfio ¢ multiplo de 13: nesse caso escolhemos um posto
qualguer ¢ a cornda comeca e fenmina no nesse poste, dando um mimero ineiro
de voltas completas na pista. Por exemplo se a extenso da comda é
208 =13 x t6km, basta dar 16 volias compietes na pista.

2° possibilidade: a extongBo nfo ¢ miltiplo de 13: nesse caso, oresto da
divisfo da extensio da corrids por 13 £ um dos mémeres 1,2, 3,4, 3, 6,7, 8,9, 10,
11, 12. Para cada um desses restos, a tabela acima formece o poste de partida s o
de chegada da corrida. Vajamos alguns casos:

® georestod 5, inicimmos a corrida no posio D e terminamos em B apds wm
cerio ntimero de voltas completas na pigta. Por exemplo, se a corrida tem
109=8$x13+3 km, ¢la deve comecar em D, dar 8 voltas completas até
retornar a4 I e percorrer uma vez o trecho de D até B. _

2 sooresto £ 11, inigiamos a corrida no posto C ¢ temeinamos em B apds
um certo ndmero de voltas completas na pista. Por exemplo, 58 a comda
tem 245 =18%13+11 km, ela deve comegar em C, dar 18 voltas completas
a1é refornar a C e percosrer uma vez trecho de C aic B.




NEVEL 3 - Prova da 2° fase - Soluces

QUESTAD 4 . (a) Como saks impar na primeira jogada, Isaura deu metade dos seus palitos
para o Farnando; desse mode, Isaura fisou com B4 palitos, @ como o nimero total de pelilos &
258 segue que Femando ficou com 258 ~ 64 = 192 palitos.. Do mesmo modo, apds a segundsa
jogada Isaura flcou com 32 palitos e Fernando com 25632 =224 palites. Ma terceira jogada
saiu par, & Fernando deu metada de seus palitos para a Isaura; logo, Femando ficou com 112
pafitos e isaura com 258 —112= 144 palitos.

Femnands | isaura fmpar . i remando | isaura frmpar Femende | Isaura mar . i Femando

lsanra

128 128 P jopata 192 64 2% jogada ey 5% 3P jogada 112

44

(b 7° sofugdio: Apds qualquer jogads, o }:%erdedor nao pode ter mais que 127 palitos; de fato, se
iIss0 ocorresse, antes dessa jogada ele {eria pelo menos 2x128 = 258 palitos, o gue ndo pode

acontecer. O ganhador tera entéo no minimo 256 — 127 =129 paiitos; loge, 0 ganhador da
jogada anierior & aquele que tem mais paliios,

2° solugBo: Suponhamos que em um dado momento Fermando tem x palitos e Isaura tem y
palitos; notamos que como X+ y = 256, que é um nimero per, entho X e ¥ s8o ambos pares oul

ambos impares. Se o jogo ainda ndo acabou, enlfo x e ¥ 880 pares, e depois da jogads seguinte
podem acontecer as segumtes situagdes:

o saiu par: nesse caso Fernando fica com % paiiios e Isaura corﬁ y_+~§~ paiitos, ou seja,
isaura fica com mais palitos do que Fernando;
e saiu impar: nesse caso Fernando fica com x+-§¢ palitos 2 Isaura com % palitos, ou
sefa, Femando fica com mais patitos do que isaura. | |
Isso mosira que basta saber quam fem o maior nimero de palitos para delerminar o resultado da
ditima jogada: se Isaura tiver mais, o resuliado foi par 2 e Fernando tiver mais, ¢ resultade foi

impar. No nosso caso, a partida acabou quando Fernando ficou com 101 palitos e isaura com
256 -101=185 palitos. Logo o resultado da dilims jogada foi par.

{c) Aplicamos o raciocinio do ilem () para recuperar a5 jogadas uma a urmna em ordem inversa,
do seguinte modo:

Femando | isauta | |saura fermn mais palitos, logo na jogada anterior saiu par; entéio Fernando tinha

01 155 | 2x101=202 palitos & Isaura tinha 256 ~ 202 = 54 palitos;

Femardo | lsaura | Fernando tem mais palitos, logo ne jogada anterior saiu impar; entaoc Isaura

202 54 | tinha 2x54 =108 palitos e Fernando tinha 256 —108 = 148 palitos;

Femando | tsaura | Fernando tem mais palitos, logo na jogada anterior saiu impar; entdo Isaura

148 108 I tinha 2x108 = 216 palfios e isaura tinha 256 -216= 40 palitos;

Femando | tsaum | {saura tem mais. palitos, logo na jogada anterior saiu par; entdo Fernando tinha
4 26 | Z2x40 =280 paiitos & Fernando tinha 256 80=176 palitos;

Femando | lsawra | Isgura temn miais palitos, logo na jogada anterior salu par; entfio Fernando tinha

80 178 | Zx80 =160 palitos e Fernando tinha 256 —160 = 96 paiitos;




NIVEL 3 - Prova da 2° fase - Solugdes.

Femendo | tsaura | Fernando tem mais palitos, logo na jegada anterior saiu impar; enl@o isaura

160 % | tinha 2x96 =182 palios ¢ Fernando tinha 256 —192 = 64 palitos;

Femando | lsawa | [saura tem mais paliios, lngo ns jogada anterior saiu par; entdo Fernando tinha

54 g 2x64 =128 paliios e isaura’ tinha 255-126=128 paiams Fssa é a situacio
inicial do jogo.

Logo a seqiibncia de jogadas dessa partida foi par, impar, par, par, impar, impar, par.

{d} Vamos aproveitar o trabalho do item anterior s fazer o seguints diagrama do nimero de
palitos de Fernando & Isaura, jogada a jogada:

Femandp | 128 =271 | $4=25%1 | 160=2"%5 | B0=2'x5 | 40=2°x5 148 =2 x37 | 202=2'%101 | 101=2° %101

lszura 128=2"x1 | 192=2"%3 | 96=2x3 | 176=201 | IE=P %27 | 408=27207 | 542527 158 = 2° X188

Esse dtagrama & ouims exempios samehanies sugerem gue, 8im um momento qua!quer ge uma
partida, o nGmers de pailtes de Fernando & o ndmers de palitos ds isaura se escrevem,

respactivamente, como 2"a & 2"b, onde a & b sdo inteiros impares. Além disso, se o jogo ndo.
acabou, entio depois da préxima jogada eles terBio 2”“‘a e 270 palitos, res;:»eciwamente
conde a'e b' também sdo nieiros impares.

Wamos mostrar que essas afirmativas s@o verdadeiras. Suponhamos que em alguma
etapa de uma partida 0s dois jogadores t&m, respectivements, 2°a & 2"b palitos, onde ae b
sdo inteiros impares, e que o jogo ndo acabou, ou seja que n=>1. Se a préxima jogada sair par,

a7

enigo Fernando ficard com —— 2'a 5 =2""a palites ¢ !saura ficars com 2" a+2"b=2"(a +'25b)

paiﬁos Como aé lmpar entao b'= g+ 2b também & impar. Desse modo, apds essa jogada, |

Fernando & lsaura ficardo com 2°7'a @ 2”“‘1}' paiatos onde a & b' sdo impares. Um argumento
-idéntico leva & mesma conclusdo no case om que a proxima jogada sa:r impar, ¢ acabamos de
provar nossa afirmativa.
O jogo comeca com ambos 05 jogadores com 128 =27 x 1 palitos, ou seja, com n=7.
Como uma parlida scaba quando n=0 e n decresce de uma unidade & cada jogada, segue
imediataments que qualguer partida acaba depois da sélima jogada.

QUESTAD S {a) Apds o ingrasso de nimero 1 foram vendidos 100 — 1= 99 ingressos. Logo
quem COMProy O Brimeire inaresso receberd 99x0,01=0,99 reais. Do mesmo modo, apds o
ingresso de nGmero 70 foram vendidos 100~ 70 = 30 ingressos, logo guem Comprou esse
ingresso receberd 30x0,01=0,30 reais.

(b} 1% sofugde: O valor da venda de 100 ingressos é R$800,00. O Grémio tera que davolver 1
centavo para quem comprou o 98° ingresso, 2 cenlavos para o quem comprou o 98° ingresso e
assim por diante, até 99 centavos para quem comprou o 171 mgresso Mo totai o Grémio terd gue
devolver

58x100
A2 3 99 124084489 2 4950 reais
100 100 100 100 " 300 " 100

& seu lucro serd de 600 - 49,50 = 550,50 reais.




OBMEP 2013 — 2" Fase 3
SolucBes — Mival 2

a) Asequencsae&?ﬁsa—ﬂg ~420—>m—>5+>6_—>3—->4—92~—>1

b} A pnica sequéncia de mmpnmento 3645231, As seguéncias de c@mﬁnmeﬁm

4 3803 »4>2-»1e B4 -52—1; elas sBo oblidas a parlir de 4521, a

primeira acresceniando 4-1=3no inicic da sequéncia & a segunda acrascentando
2x 4 =8no inicio da sequéncia. Do mesme modo, a seguéncia mpar 35421
da origem & sequéncia par 6 5354 5251 e a sequéncia par 84— 2 > 1dé

origem A segquéncia impar7 -8 -4 -2 >1e 4 sequénciapar 16 28542 1.

Temos assim as trés Onicas sequéncias de comprimento 5, sendo duas delas pares e

uma impar. O raciocinio pode ser representado pelo esquema abaixo.

e assim temos 3 sequéncias pares e 2 impares de comprimenio 6 e b sequéncias
pares e 3 impares de comprimento 7.

Z solugdo: Observamos gue a sequéncia impar de comprimenio cince vai gerar 1
sequéncia par de comprimento seis; ja as 2 sequéncias pares de comprimento cinco
Vao gerar 2 sequéncias pares de comprimento seis ¢ 2 sequéncias impares de
comprimenio sels. Assim, temos 2 segquéncias impares de comprimento seis e
1+2=3 sequéncias pares de comprimenic seis, num total de 2+3=5 sequéncias de
comprimento 8. O mesmo argumento mostra que ha 8 sequéncias de compnmento
sele, sendo trés impares e cince pares..

Observagédo: A repelicdo desse argumento para valores sucessivos do comprimento
mostra que, a partir do comprimento 3, o ndmero de sequéncias impares €0, 1, 1, 2,
3, 5, 8,..., o nimero de sequéncias pares ¢ 2, 3, 5, 8, 13,... e o numero iolal de
sequéncias € 3, 5, 8, 13, 21, ..... Cada termo dessas sequéncias de valores, a pariir do
terceirc, ¢ a soma dos dois anteriores; vemos assim que essas sequéncias, com a



ORMEP 2013 —2° Fase 4
SolucBes - Nival 3

eveniual omissdo de termos inicials, sdo a sequéncia 0, 1, 1,2, 3, 5,8, 13, 21, 34, 55,
89,..., conhecida como seguéncia de Fibonaco.

comprimento 5 6 7 15 16
impares _ —

pAres 2 Z4i=7 233 2514 =377

C\ﬂz\
I

213 5
total [ 1+2=3 | 2+3=35 3 81...1144+233=1377 | 233+377/ =610

ay ¥ so!ugaa As 144 sequancuas smpares de comprimenio quinze vao gerar 144
sequéncias pares de comprimento dezesseis; ja as 233 seguénecias pares de
comprimento quinze vao gerar 233 sequéncias pares de comprimento dezesseis e 233
sequéncias impares de comprimento dezesseis. Assim, temos 233 sequéncias
impares de comprimenio dezessels e  377=233+144 sequéncias pares de
comprimento dezesseis, num total de 233+ 377 = 610 sequéncias.

Z solugdo: A parte da sequéncia de Fibonacci que nos interessa 1,2 35 8,....,
144, 233, 377, 810,... . O nimero de sequéncias impares de comprimento 15 {resp.
18) é o 15° (resp. 169 termo dessa sequéncia, que € 144 (resp. 233); © namero de
sequéngcias pares de comprimento 15 (resp.16) é o 162 {resp. 17°) fermo, que & 233
{resp. 377) e o nlimero total é o 172 (resp. 18°) termo, que € 377 {resp. 610).




