Algoritmo da Divisao

Uma das propriedades mais importantes dos niimeros naturais é a possibil-
idade de dividir um ntmero por outro com resto pequeno. Essa é a chamada
divisdo euclidiana.

Sejam dados dois niimeros naturais a e b, com a > 0 e b qualquer. Queremos
comparar o numero natural b com os multiplos do niimero a. Para isto, considere
todos os intervalos da forma [na, (n+1)a), para n um nimero natural qualquer.
Isto nos da uma particao de N, ou seja,

N =[0,a) U [a,2a) U [2a,3a) U ...U [na, (n + 1)a) U ...

e os intervalos acima sao dois a dois sem elementos em comum.

Portanto, o niimero b estard em um e apenas um dos intervalos acima. Dig-
amos que b pertenca ao intervalo

[qa, (g + 1)a).

Logo, existem dois nimeros naturais q e r, unicamente determinados, tais
que

b=aqg+r,com0<r<a.

O ntumero b é chamado dividendo, o ntimero a divisor, os nimeros ¢ e r sao
chamados, respectivamente, quociente e resto da divisao de b por a.

Note que dados dois niimeros naturais a e b, nem sempre b é multiplo de a,
este serd o caso se, e somente se, r = 0.

Como determinar os ntimeros ¢ e r na divisdo euclidiana?

Caso b<a Como b=0xa+b, temos que g =0¢ r =b.

Caso b = a Neste caso, tomamos ¢ =1e r = 0.

Caso b > a Podemos considerar a sequéncia:
b—a,b—2a,....b —na,

até encontrar um nimero natural ¢ tal que b — (¢ + 1)a < 0, com b — ga > 0.
Assim, obtemos b = qa + r, onde r = b — ga e, portanto, 0 < r < a.

Por exemplo, para dividir o nimero 54 por 13, determinamos os resultados
da subtracao de 54 pelos multiplos de 13:
54 — 13 =41,
54 — 2 x 13 = 28,
54 — 3 x 13 =15,
54 —4x13=2



94—-5x13=-11<0.

Assim, a divisao euclidiana de 54 por 13 se expressa como:
54 =4 x 13 + 2.

Zero, Um ou Dois?
Nesta secao analisaremos a aritmética dos restos da divisao por 3.

Vamos organizar os nimeros inteiros numa tabela como segue:

—0| 8| -7
—6| -5 | —4
3 2 1
V] 1 2
4 5

T 8

9 101

Note que os nimeros da primeira coluna sao os multiplos de 3, ou seja, os
nimeros que deixam resto nulo quando divididos por 3. Os niimeros da segunda
e da terceira coluna sao, respectivamente, aqueles que deixam resto 1 e 2 quando
divididos por 3.

Fazendo uma andlise semelhante aquela feita na secao anterior, nota-se que
o resto da divisao por 3 da soma ou do produto de dois niimeros s6 depende
da coluna ocupada por esses nuimeros, ou seja sé depende dos restos da divisao
desses niimeros por 3 e nao dos nimeros em si.

Assim, atribuindo o sfmbolo 0 aos ntimeros da primeira coluna (que sao os
multiplos de 3) e os simbolos 1 e 2, respectivamente, aos niimeros que ocupam a
segunda e terceira coluna (que s@o os nimeros que deixam restos 1 e 2, quando
divididos por 3), obtemos as seguintes tabelas que regem os restos da divisdo
por 3 das somas e produtos dos niimeros naturais:

FID T 2 w |0 1T 2
0|01 2 0|0 0 0
I1(1T 2 0 /01 2
3z 0T 310 3 1

Exercicio:Usando as tabelas acima, ache o resto da divisao por 3 do niimero
4100 + 32°0.



Solug¢do: O resto da divisao por 3 se calcula como segue:

T @) =T+T5=T41=2.

Aritmética dos restos

Na divisao de dois nimeros naturais a por b existe um quociente g e um resto
r tal que a = bg + r sendo que obrigatoriamente 0 < r < b— 1. Por exemplo, na
igualdade 1649 = 7 x 235 + 4 identificamos imediatamente o nimero 4 como o
resto da divisao de 1649 por 7. Por outro lado, na igualdade 415 =7 x 58 +9, o
nimero 9 nao é o resto da divisao de 58 por 7, pois na divisao por 7 o resto deve
ser um nuumero natural menor que 7. Observe que a igualdade 415 = 7 x 58 +9
significa que se temos 415 unidades, estas podem ser organizadas em 58 grupos
de 7 unidades cada e em um grupo de 9 unidades. Este dltimo grupo pode
ainda ser dividido em um grupo de 7 unidades e em um grupo de 2 unidades, de
modo que as 415 unidades ficam organizadas em 59 grupos de 7 unidades cada
e em um grupo de 2 unidades, que nao pode ser dividido em grupos de 7. Isto
significa que 415 = 7 x 59 + 2.

Nesta igualdade, identificamos o nimero 2 como o resto da divisao de 415
por 7.

Exercicio: Nas divisoes de 163 e 360 por 7 obtemos, respectivamente, restos
2e 3.
163 =7 x 23 4+ 2e360 = 7 x 51 + 3.

Qual é o resto da divisao de 163 4 360 por 77

Solucio. E evidente que vocé pode calcular o valor da soma 163+360 e em
seguida dividir este resultado por 7 para obter a resposta desejada. Mas nao é
isto o que se pretende fazer. Queremos achar a resposta sem calcular a soma
163 + 360. Para fazer isto, neste primeiro exercicio, vamos pensar de um modo
bastante concreto. Imagine que vocé tenha 163 bolinhas. O fato do resto da
divisao de 163 por 7 ser igual a 2 implica que estas bolinhas podem ser organi-
zadas em grupos de 7 bolinhas mais um grupo menor de 2 bolinhas. Como o
resto da divisao de 360 por 7 é igual a 3, entao 360 bolinhas podem ser orga-
nizadas em grupos de 7 bolinhas mais um grupo menor de 3 bolinhas. Agora
juntando todas as bolinhas, obtemos 163 + 360 bolinhas que estao organizadas
em varios grupos de 7, um grupo de 2 e um grupo de 3 bolinhas, sendo que
estes dois ultimos grupos podem ser unidos em um unico grupo de 5 bolinhas.
Portanto todas as 163 + 360 bolinhas estao organizadas em varios grupos de 7 e
em um grupo de 5 bolinhas. Como 5 é um ntimero menor que 7, o que foi feito
significa que o resto da divisdo de 163 4+ 360 por 7 é igual a 5 =2 + 3.

De outro modo, podemos chegar nesta mesma conclusao utilizando a pro-

priedade distributiva:

a(b+c¢) =ab+ac

Acompanhe o seguinte desenvolvimento:

163 +360 = (7x 234+ 2) + (Tx 51 +3) =7 x (234+51) + (2+3) =7 x T4+ 5.



Nesta igualdade identificamos imediatamente o nimero 5 como o resto da
divisao de 163 + 360 por 7. Portanto, neste exemplo, vimos que para calcular
o resto da divisao da soma 163 + 360 por 7 bastou somar os restos das divisoes
dos ntmeros 163 e 360 por 7.

Para calcular o resto da divisao de uma soma por um divisor, basta somar
os restos das divisces de cada uma das parcelas pelo mesmo divisor. Se a soma
dos restos passa do divisor, calcule o resto da divisao pelo divisor dessa soma
de restos.

Para calcular o resto da divisao do resultado de uma multiplicagdo por um
divisor, basta multiplicar os restos das divisoes de cada uma das parcelas pelo
mesmo divisor. Se o produto dos restos passa do divisor, calcule o resto da
divisao pelo divisor desse produto de restos.

Muiltiplos e divisores

Multiplicando o niimero 3 por qualquer niiumero natural obtém-se os multiplos
positivos de 3. Assim, os multiplos positivos de 3 sao: 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, ....
Todos estes nimeros formam o conjunto dos multiplos positivos de 3, que pode
ser representado do seguinte modo:

M(3) = {3,6,9,12,15,18,21, ...} .

Generalizando, considerando somente nimeros positivos, dado um nimero
natural a, o conjunto dos multiplos de a é o conjunto

M(a) = {a,2a, 3a,4a, 5a, 6a, 7a,8a, ...} .

Deste modo, dado dois nimeros naturais a e b, dizemos que b é um multiplo
de a se existir um nimero natural n tal que b = an. De modo equivalente, b é
miultiplo de a quando o resto da divisao de b por a for igual a zero.

Assim, se m e n sao dois nimeros naturais, o produto p = mn é um multiplo
tanto de m quanto de n. Neste caso, também dizemos que m e n sao fatores de
p. Por exemplo, na multiplicagao 24 = 3 x 8 podemos dizer que:

e 24 é um maultiplo de 3.
e 24 é um maultiplo de 8.

3 é um fator de 24.

e 8 é um fator de 24.

Neste contexto, a palavra fator é um sinénimo da palavra divisor. Ou seja,
na multiplicacao 24 = 3 x 8 também podemos dizer que:

e 24 ¢é divisivel por 3.



e 24 ¢é divisivel 8.
e 3 ¢é um divisor de 24.

e 8 ¢ um divisor de 24.

Evidentemente, dado um nimero natural a, se d é um divisor positivo de a
entao 1 < d < a. Assim, todo nimero natural possui uma quantidade finita de
divisores positivos, enquanto possui uma quantidade infinita de multiplos. Ve-
jam alguns exemplos de conjuntos de divisores. Observamos que nesta apostila
somente vamos considerar multiplos e divisores positivos.

D(7) = {1,7}
D(12) = {1,2,3,4,6,12}
D(14) = {1,2,7,14}
D(72) = {1,2,3,4,6,8,9,12, 18,24, 36, 72}

Olhando para o resto de uma divisao, observe que, por exemplo, na divisao
de 14 por um numero d, o resto desta divisao é zero somente quando d é um di-
visor de 14, isto é, somente quando d € D(14) = {1,2,7,14}. Qualquer nimero
d ¢ D(14) faz com que a divisao de 14 por d tenha um resto diferente de zero.

Exercicios
A figura abaixo representa o tragado de uma pista de corrida.

Os postos A, B, C e D sao usados para partidas e chegadas de todas as cor-
ridas. As distancias entre postos vizinhos, em quilémetros, estao indicadas na
figura e as corridas sao realizadas no sentido indicado pela flecha. Por exemplo,
uma corrida de 17 quilometros pode ser realizada com partida em D e chegada
em A.

(a) Quais sdo os postos de partida e chegada de uma corrida de 14 quiléometros?

(b) E para uma corrida de 100 quilémetros, quais sdo estes postos?

(c) Mostre que é possivel realizar corridas com extensdo igual a qualquer
ndimero inteiro de quilometros.



Solugdo:

(a) Uma volta completa em torno de uma pista tem extensdo 1km + 2km +
6km + 4km = 13km. Por isto, para percorrer 14km é preciso dar uma
volta completa e percorrer mais 1km. A tnica forma de percorrer 1km
respeitando-se o sentido da corrida é comegaando em A e terminando em
B. Portanto a corrida deve comecar em A, dar uma volta completa e ter-
minar em B.

(b) Como 100 = 7 x 13+ 9, uma corrida de 100km corresponde a dar 7 voltas
completas na pista e percorrer mais 9km. A tnica forma de percorrer 9km
respeitando-se o sentido da corrida é comegaando em A e terminando em
D. Portanto a corrida deve comegar em A, dar 7 voltas completas e ter-
minar em D.

(c) Como sugerido nos itens anteriores, a solucao do problema estd baseada
na ideia de dar uma certa quantidade de voltas sem exceder o compri-
mento da corrida e depois localizar trechos convenientes para percorrer a
distancia restante. Do ponto de vista matematico, este procedimento cor-
responde a efetuar o algoritmo de divisao com divisor igual a 13. Por uma
inspecao direta, pode-se verificar que é possivel executar qualquer corrida
com comprimento igual a 1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11 ou 12km. Se a corrida
tem comprimento um multiplo qualquer de 13km, podemos comegar num
ponto, dar um certo nimero de voltas, e voltar para o mesmo ponto de
partida. E se a corrida tem um comprimento maior que 13, efetuamos
a divisao deste niimero por 13. O quociente corresponde ao numero de
voltas e o resto é um pedago de uma volta de comprimento de 1km até
12km, que sempre pode ser percorrido, como comentamos anteriormente.
Por exemplo, se a extensao da corrida é 109 = 8 x 13+ 5, ela deve comegar
no posto D, dé 8 voltas completas, retornando entao a D, e depois percorre
o trecho de D a B, que tem 5km.

Efetue a divisao euclidiana nos seguintes casos:

(a) de 43 por 3
Solugdo: 43 =3 x 14 +1

(b) de 43 por 5
Solugdo: 43 =5x8+3

(c) de 233 por 4
Solugao: 233 =4 x 58 + 1

(d) de 1453 por 10, por 100, por 1000 e por 10000.
Solugdo: 1453 = 10 x 145+ 3, 1453 = 100 x 14+ 53, 1453 = 1000 x 14453
e 1453 = 10000 x 0 + 1453.

Efetue a divisao euclidiana nos seguintes casos:
Observagdo: Se a > 0, os possiveis restos da divisdo de um ntumero qualquer
por a sao os numeros 0,1,...,a — 1.



Por exemplo, os possiveis restos da divisao de um nimero inteiro por 2 sao r = 0
our = 1. Se um dado nimero quando divido por 2 deixa resto r = 0, ele é
divisivel por 2, ou seja, ele é par.

Se, ao contrério, esse numero deixa resto 1 quando dividido por 2, ele é impar.
Assim, um nimero é par se é da forma 2q e é impar se é da forma 2¢ + 1, para
algum inteiro q.

(a) de —43 por 3
Solugao: —43 =3 x (—15) + 2

(b) de —43 por 5
Solugao: —43 =5 x (=9) +2

(c) de —233 por 4
Solugao: —233 =4 x (—59) + 3

(d) de —1453 por 10, por 100, por 1000 e por 10000.
Solugio: —1453 = 10 x (—146) + 7, —1453 = 100 x (—15) + 47, —1453 =
1000 x (—2) + 547, —1453 = 10000 x (—1) + 8547.



