Programa de Formagé&o dos Professores Habilitadosdes Alunos de Licenciatura
OBMEP na Escola e PIC 2016
Grupo N3 - Ciclo 5

Ciclo 5

12 semana: quarto encontro de formacdo entre profesres, alunos de
licenciatura e coordenador

- Assuntos a serem abordados:

Aritmética: Congruéncias, critérios de divisibilidade e restocongruéncias e somas,
congruéncias e produtos

Contagem Permutacgfes de elementos nem todos distintas\upacoes circulares

Geometria: Construcdes geométricas de alguns lugares gaooetr

- Material a ser estudado pelo professor:

Os textos e videoaulas que o coordenador deve abooch os professores e que eles
deverao estudar para se preparem para as aulasecgmlunos sao:

Aritmética:
- Texto:

1. Secdes 4.1 a 4.4 da Apostila 1 da OBMEP, “Iniciag@gitmética”, A. Hefez.
http://www.obmep.org.br/docs/apostilal.pdf

- Videoaulas do Portal da Matematica:
1) Topicos Adicionais:
Modulo: “Aritmética dos Restos”
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modul&@werdulo=63
* Videoaulas: “Aritmética Modular”, “Cuidado! Corteem sempre valem em
congruéncias. Classe inversa moédulo n” e “Casouwrvgle a lei do corte”.

Contagem

- Texto:
1. Capitulos 4 da Apostila 2 do PIC da OBMEP “Métodiss Contagem e
Probabilidade”, Paulo Cezar Pinto Carvalho, s@agemplo 4 da pag. 34.
http://www.obmep.org.br/docs/apostila2.pdf

- Videoaulas do Portal da Matematica:

1) Topicos Adicionais:

Médulo: “Métodos de Contagem e Probabilidade — PIC”

http://matematica.obmep.org.br/index.php/moduld&uerdulo=69
* Videoaula: “Aula 10 - Resolugéo de exercicios: Anatp”.

2) 2° Ano do Ensino Médio:



Mddulo: “Principios Basicos de Contagem”
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modul&werdulo=15
* Videoaulas: “Permutacdo com Repeticdo” e “Exersidde Permutacdo com
Repeticao”.

Mddulo: “Métodos Sofisticados de Contagem”
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modul&werdulo=16
* Videoaulas: “Permutacdo Circular’, “Exercicios sltermutacdo Circular —
Parte 1", “Exercicios sobre Permutagédo CirculararteP2”, “Exercicios sobre
Permutacdo Circular — Parte 3", “Exercicios sokearitacao Circular — Parte
4", “Exercicios de Combinacdo e Permutacdo Circul®arte 1” e “Exercicios
de Combinacédo e Permutacao Circular — Parte 2”.

Geometria:

- Texto:
1. Capitulo 2 da Apostila 8 do PIC da OBMEP “Uma Idtrgdo as Construgdes
Geométricas”, Eduardo Wagner.
http://www.obmep.org.br/docs/apostila8.pdf

- Videoaulas do Portal da Matematica:
1) Topicos Adicionais:
Moédulo: “Construcdes geométricas com régua e cosgjas
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modul&@wevdulo=67

e Videoaulas:
Aula 2 - Construcdes geométricas elementares 2
Aula 3 - Circunferéncia circunscrita a um triangulo
Aula 4 - Cincunferéncia inscrita a um triangulo
Aula 5 - Arco capaz
Aula 8 - Reta tangente a uma circunferéncia
Aula 9 - Tracando uma corda
Aula 10 - Desenhando um triangulo 1
Aula 11 - Desenhando um triangulo 2
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e 23 semana: encontro entre professores e alunos

- Assuntos a serem abordadasitmética — Congruéncias, critérios de divisibilidade e
restos, congruéncias e somas, congruéncias e psodut

- Texto a ser estudado com os alunos: o professeerd explicar aos alunos os
conteudos das secfes 4.1 a 4.4 da Apostila 1 daEPBMniciacdo a Aritmética”, A.
Hefez.

http://www.obmep.org.br/docs/apostilal.pdf

- Exercicios a serem discutidos com o0s alunos:.ofepsor devera discutir cerca de 8
problemas com os alunos. Esses problemas devemr@sizionados com 0s assuntos
do presente encontro e podem ser selecionadosvip “[Circulos Matematicos: A
Experiéncia Russa”, D. Fomin, S. Genkin, I. Iteighela Apostila 1 do PIC da OBMEP,
“Iniciacédo a Aritmética”, A. Hefez; etc. Sugerimas seguintes trés problemas:




I.  Um inteiro é dito unguadrado perfeitaquando ele € o quadrado de um inteiro.
Usando congruéncias, encontre 0s possiveis algasistas unidades de um
quadrado perfeito.

Solugdo: Sejan = m? um quadrado perfeito, comn inteiro. Tem-sem =
0,1,2,3,4,5,6,7,8 ou9 (mod 10). Assim,
n=m?=0,1,4,9,16,25,36,49, 64 ou 81 (mod 10). Mas,16 = 6 (mod 10),
25 =5 (mod 10), 36 = 6 (mod 10), 49 =9 (mod 10), 64 = 4 (mod 10) e
81 =1 (mod 10). Assim, n=m? =0,1,4,5,6 ou9 (mod 10). Assim, 0s
possiveis algarismos das unidades de um quadrafitpsao0, 1,4, 5, 6 ou 9.

Il.  Usando congruéncias, prove g@° + 611°° ¢ divisivel por31.
Solugdo: Como30% + 61190 = (-1)% + (—=1)19° = —1 + 1 = 0 (mod 31),
entdo30°° + 61190 ¢é divisivel por31.

lll.  Usando congruéncias, encontre o resto da divisdonlUdeero101® + 101°° +
101000 4+ -4 1010.000.000.000 por 7.
Solugdo: Tem-s@01® =319 = (33%)3.3=273-3=(-1)3-3 = -3 (mod 7),
10100 = (1010)10 = (—3)10 = 310 = —3 (mod 7), 101000 = (10100)10 =
(—3)19 =310 = _3 (mod 7); em geral,10°" = —3 (mod 7), para todon
inteiro  positivo.  Assim, 101° + 101°0 4 101000 4 ... 4 1(10-000.000.000 =
(-3)+(-3)+:+(-3)=10-(—3) = -30=5(mod 7) e, logo, o resto da
divisdo de10'° + 10190 + 101000 4 ... 4 1(10:000.000.000 Hor 7 & jgual &5.
(Maneira alternativa de mostrar que0'®" = —3 (mod 7), para todon inteiro
positiva Sejan um inteiro positivo. Comol0" =0"=0=4(mod2) e
10" = 1" =1 = 4 (mod 3), entdo10™ — 4 é mudltiplo de2 e de3 e, logo,
10" — 4 é multiplo demmc(2,3) =6, ou seja,10™ = 4 (mod 6), isto €,
10" = 6q + 4, para algum inteirg. Assim,101°" = 1099+* = (10%)9 - 10* =
(3°9)7-3*=((3%%)7-81=(27)7-81=((-D?)?- (-3)=1-(-3) =
—3 (mod 7)).

* 32semana: encontro entre Professores e alunos

- Assuntos a serem abordad@ontagem — Permutacdes de elementos nem todos
distintos e permutagdes circulares.

- Texto a ser estudado com os alunos: o profess@rd explicar aos alunos o contetdo
do capitulo 4 da Apostia 2 do PIC da OBMEP “Métedde Contagem e
Probabilidade” de Paulo Cezar Pinto Carvalho, é6@atxemplo 4 da pag. 34.
http://www.obmep.org.br/docs/apostila2.pdf

- Exercicios a serem discutidos com o0s alunos:.ofepsor devera discutir cerca de 8
problemas com os alunos. Esses problemas devemr@sizionados com 0s assuntos
do presente encontro e podem ser selecionadosagislos 4 e 6 da Apostila 2 do PIC
da OBMEP “Métodos de Contagem e Probabilidade”|dP&ezar Pinto Carvalho; do
livro “Circulos Matematicos: A Experiéncia RussB., Fomin, S. Genkin, I. Itenberg;
das videoaulas; etc. Sugerimos 0s seguintes wwéepras:




I.  De quantas maneirdss pessoas podem ser distribuidas®onuartos A, B e C
de um hotel, de modo qbepessoas figuem em &,em B e6 em C?
Solucéo:
Ordenemos as pessoas em fila, em ordem de idadexpomplo. Associemos a
cada pessoa o quarto em que ela vai ficar. Destefaada distribuicdo das
pessoas pelds quartos, conforme o enunciado, corresponde deiraaingca a
exatamente uma sequéncial®eletras, sendé letras iguais a A2 iguais a B e

6 iguais a C. O numero de tais sequéncias é Rjifdl = 5!1;6! = 36036.

[I.  Um cubo5 x 5 x 5 é formado por pequenos cubos unitarios. Um gatandsia
no centro0 de um dos cubos de canto. Em qualquer instart@oele pular para
o centro de qualquer cubo que tenha uma face emmmarom o cubo onde ele
esta, desde que este pulo aumente a distanciaceptretoO e a posicao atual
do gafanhoto. De quantas maneiras o gafanhoto g@uetgar ao cubo unitario no
canto oposto?
Solucéo:
Para chegar ao cubo unitario no canto oposto agafa tem que dat2 pulos,
sendo4 em cada uma d&s dire¢cdes. Denotando os pulos na primeira direcao
por A, os pulos na segunda direcdo por B e os mdo®rceira dire¢do por C,
entdo cada caminho percorrido pelo gafanhoto pedmterpretado, de maneira
Gnica, como uma sequénciatizletras A, B e C, sendo que cada uma das letras
A, B e C deve aparecer exatame#dteezes na sequéncia. O numero de tais

A . ;- 12!
sequéncias é igualRt™* = T = 34650.

lll.  Se4 meninos & meninas vao brincar de roda, de quantas maneddes§o dar
as maos, de modo que pelo meRaseninas estejam juntas?
Solucéo:
O numero de maneiras de dispor8asriancas na roda € igualPg = 7! =
5040. Vamos calcular o numero de maneiras de dispariascas na roda de
modo que nao esteja meninas juntas. Para tal, primeiro dispomos4as
meninas na roda, o que pode ser feitoPdg = 3! = 6 maneiras. Uma vez
dispostas as meninas na roda, deve-se dispor cadi®s# meninos entre cada
par de meninas (de modo que nunca duas meninanfiguntas), o que pode
feito de4! = 24 maneiras. Assim, o nUmero de maneiras de disporiascas
na roda de modo que ndo estejanmeninas juntas é igual @- 24 = 144
maneiras. Assim, O numero de maneiras de disp& @$ancas na roda, de
modo gue pelo men@&meninas estejam juntas, € igualt0 — 144 = 4896.

* 42 semana: encontro entre Professores e alunos

- Assuntos a serem abordad@&ometria— Construcbes geométricas de alguns lugares
geometricos.

- Texto a ser estudado com o0s alunos: o professeerd explicar aos alunos os
conteldos do capitulo 2 da Apostila 8 do PIC da @BM“Uma Introducédo as
Construcbes Geomeétricas”, Eduardo Wagner.
http://www.obmep.org.br/docs/apostila8.pdf




- Exercicios a serem discutidos com 0s alunos:.ofepsor devera discutir cerca de 8

problemas com os alunos. Esses problemas devenmre@sizionados com 0s assuntos
do presente encontro e podem ser selecionados aitild®B do PIC da OBMEP, “Uma
Introducéo as Construcdes Geométricas”, Eduardondfagugerimos 0s seguintes trés
problemas:

Construa o trapézio isosceles que tem bases medifdlam e 2,5 cm e
diagonais medindo 5,5 cm.

Solucéo:

Em uma reta, marque um segmento de ré&B medindo 6,5 cm e 0 segmento
de retaBE medindo 2,5 cm, de modo qug esteja entreA e E. Trace as
circunferéncias centradas exe E ambas de raio medindo 5,5 cm, e $&jam
dos pontos de intersecdo destas duas circunfesériEra particular, tem-se
AC =CE = 55cm. Trace a reta paralela a reta passando pdC (a construgcéo

da reta paralela a uma reta dada passando por oo gado é mostrada na
pagina 5 da Apostila 8). Trace a ref@assando pdB e que € paralela a reta que
contém os ponto€ eE, e seja o ponto de intersecdo das resast. Como as
retasr e s sdo paralelas e a rdt& paralela a reta que contém os poiasE,
entdo BECD €& wum paralelogramo e, logo,CD=BE=25cm e

BD =CE=55cm. Como AB=65cm, CD=25cm e AC=BD=55cm,
entdoABCD é o trapézio isdsceles pedido.

Construir o triangulo ABC conhecendo o ladoBC=7cm e as alturas
BD=54cm e CE= g7cm.

Solucéo:

Dado o segmento de re®C = 7cm, tracamos a circunferéncia centradaBm

de raio BC e a circunferéncia centrada €rde raio BC. Tracamos a reta que
passa pelos pontos de interse¢cdo dessas duadeiériaias. Tal reta intersecta
BC em seu ponto medidl. Tragamos a circunferéncia, centrada enM de

raio BM . Tal circunferéncia temBC como um de seus diametros. Dado o
segmento de ret8D = 54cm, tragamos a circunferéncia, centrada enB de

raio BD. Dado o segmento de re@E = 67cm, tragcamos a circunferénc(a,
centrada ent de raioCE. A circunferénciaC, intersecta a circunferéncig,
no pontoD de modo que o éngulBﬁC é reto, ja queBC é diametro deC, . A
circunferénciaC, intersecta a circunferénci@, no pontoE de modo que o
angulo BEC é reto, ja queBC é diametro deC,. SejaA o ponto de intersegéo

das retasCD e BE. Como BD ¢é perpendicular éAC e CE é perpendicular a
AB, entdo o triangulcABC tem BD e CE como alturas.

Construir o trianguloABC de perimetrdllcm sabendo que os éngulése C

medem, respectivamentsg e 76".
Solucéo:



Trace uma reta e sobre ela marque um segmenttalP@® de medidallcm.

Construa a bissetriz do angulo 8& , obtendo assim um angulo @9 . Trace
0 anguloQPU =29°. A construcdo do angulQPU =29 a partir de um angulo
de 29" esta descrita no Problema 4 da pag. 11 da Ap@stlanstrua a bissetriz
do angulo der6°, obtendo assim um angulo 88 . Trace o anguldPQV =38

, de modo que o pontd esteja no mesmo semiplano do podtaelativamente
a retaPQ. Marque o pontoA de intersecdo da refAU com a retaQV . Trace
a mediatriz do segmento de reA® (a construcdo da mediatriz de um segmento
de reta esta descrita na pag. 19 da Apostila &rgue o pontdB de intersecao
desta mediatriz com a reteQ. O ponto B esta no segment®Q. Trace a
mediatriz do segmento de re@®Q e marque o pont& de intersecdo desta
mediatriz com a ret®Q. O pontoC estd no segmentBQ. Obtém-se assim
um triangulo ABC. Como B pertence a mediatriz d&F, entdo BP = AB.
Como BP = AB, entdo no triangulcABF os angulos internos nos vérticBse
A sao congruentes e, logo, o angulo interncAdF no vértice A mede28’.
Como o angulo interno d&ABC no vértice B é um angulo externo d&BF,
entdo, pelo Teorema do Angulo Externo, ele mefe +29 =58 .
Analogamente, conclui-se queQ = AC e que o angulo interno dABC no
vértice C mede38 +38 =76". Como o pontoB esta entreP e Q, e o ponto
C esta entreB e Q, entdo PB+BC+CQ=PQ=11cm. Como PB = AB,
CQ=AC e PB+BC+CQ=PQ=11cm, entdoAB+BC+ AC=11cm, ou seja,
ABC tem perimetrd.lcm. Assim, ABC &€ mesmo o triangulo procurado.

O professor devera salientar para o aluno que lng&ode um problema de construcéo
geométrica, além de ser descrita cada etapa dé&rwghts, € importante justificar por
que ela é correta.



