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Principio multiplicativo e principio

aditivo

» Texto: PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM, de Prof.
Fabricio Siqueira Benevides.
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Para gue serve a contageme

» Confar o nUmero de maneiras em que defterminadas acoes
podem ser executadas.

» Exemplo: Se eu tenho trés camisas e duas calcas, de quantas
maneiras eu posso me vestire

Camisa 1 e Calca 1 Camisa 2 e Calca 2
Camisa 1 e Calca 2 Camisa 3 e Calca 1
Camisa 2 e Calca 1 Camisa 3 e Calca 2

» Posso me vestir de seis maneiras diferentes.
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Arvore da decisdo - Situacdo 1

» Primeiro, indicamos as possiveis escolhas de camisas. A partir
disso, indicamos as possiveis escolhas de calcas para cada
camisa. O numero de ramificacdoes € a quantidade de
escolhas possiveis.

Ca.m:saE "“'--..________H_- I:alqal .
3 escolhas para camisas e
_— 2 escolhas para calcas.

\ e 3x2=46
____G=3
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Arvore da decisdo - Situacdo 2

» Pratos quentes: frango, peixe, carne assada, salsichdo.
» Saladas: verde e russa
» Sobremesas: sorvete, romeu e julietq, frutas.

4x2x3=24

| SALEIC:H.-E.G|

|VERDE| [RUSSA| |VERDE] |RU5$A| |"\-..-’ERDE| |[RUSSA | |‘u"ERDE| [RUSEA|

Iillﬂllﬁéllmllﬁél i |sm|ramnnu1 Iséllﬂ\lﬂlL\lE
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Principio fundamental do

contagem

“Se desejamos executar uma sequéncia de n acoes,
onde a primeira acdo pode ser executada de mi
maneiras, a segunda de m2 maneiras € assim
sucessivamente, até que a n-ésima acdo pode ser
executada de mn maneiras, ent@do o numero fotal de
maneiras de executar essa sequéncia de acdes € igual
ao produtomimz. .. mn."”
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Contagem - Situacao 3

» No sistema de emplacamento de veiculos que seria
implantado em 1984, as placas deveriam ser iniciadas por 3
letras do nosso alfabeto. Caso o sistema fosse implantado, qual
seria 0 nuUmero maximo possivel de prefixos, usando somente
vogaise

__=5x5x5=125

» Qual seriac o nuUmero maximo possivel de prefixos, usando
somente vogais, sem repeti-lase

__ =5x4x3=60
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Contagem - Situac¢cdo 4

» Marca A: 3 modelos, cada modelo disponivel em 4 cores.

» Marca B: 2 modelos, cada modelo disponivel em 2 cores.

» Duas situacoes: ou vocé compra da marca A, ou da marca B.
» Marca A: 3 modelos x 4 cores = 12 possibilidades.

» Marca B: 2 modelos x 2 cores = 4 possibilidades.

» No total, tfenho 12 + 4 = 16 possibilidades.

112 PIC 5t



Contagem - Situacado 5

» Quantos sdo os inteiros positivos, menores que 1 000 que tem
seus digitfos no conjunto {1, 2, 3}2

» 1 digito: __ = 3 possibilidades
» 2digitos: =3 x3 =9 possibilidades
» 3digitos:_ _ _ =3x3x3=27 possibilidades

Total: 3 + 9 + 27 = 39 possibilidades.
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Principio aditivo

“Ao dividir um problema de contagem em casos, onde
dentro de cada caso contamos o numero de solucoes
qgque nele se enguadram e fodas as solucdoes se
engquadram em exatamente um dos casos, © numero
total de solucdes € igual a soma dos numeros de
solucoes de cada caso.”
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Contagem - Situacao 6

» Suponha que qualquer conjunto de cinco letras seja uma
palavra. Qual o nuUmero de palavras de cinco lefras que
possuem pelo menos duas letras consecutivas iguais?

» Palavras sem letras consecutivas iguais. Ex: ABCBD
_____ =26 X265 x25x25x%x25

» Todas as palavras existentes:
=26X26X26Xx26x26

26° — 26 x 25% = 1725126
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Juca quer pintar os algarismos do namero 2013, como na figura ao lado, de modo que cada
regido seja pintada com uma das cores branca, cinza ou preta e que regides vizinhas tenham
cores diferentes.

a) Observe que Juca pode pintar o algarismo 2 de 3x2x2 maneiras diferentes. De quantas
maneiras diferentes ele pode pintar o algarismo 17

b) De quantas maneiras diferentes Juca pode pintar o algarismo 37
¢) De quantas maneiras diferentes Juca pode pintar o algarismo 07

d) Escreva uma expressao numerica que permita calcular de quantas maneiras Juca
pode pintar o numero 2013.

2y

>z
20

S
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Exercicio 1 - Solucdo

a) O algarismo 1 & composto por dois poligonos, indicados na figurapor AeB.  p
Para pintar o poligono A, ha 3 opgdes: branco, cinza e preto. Ja para pintar o
poligono B, ha 2 op¢des, uma vez que sua cor nao pode coincidir com aguelaja g
usada para pintar A. Logo, pelo Principio Multiplicativo, o algarismo 1 pode ser
pintado de 3x 2 =6 maneiras distintas.

b) Iniciamos observando que ha 3 opgdes para pintar o poligono A. Uma |[D -

vez que A foi pintado, ha duas opgbes para pintar o poligono B e, como o B

poligono C é vizinho de A e B, sé ha uma cor possivel para C. A C
A cor do poligono D nao deve coincidir com a cor de B, logo para cada |

cor escolhida para B, ha 2 opgdes para a cor de D. Analogamente, ha 2
opcOes para a cor de E.

Assim, pelo Principio Multiplicativo, ha 3x2x1x2x2 =24 maneiras distintas para
pintar o algarismo 3.
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Exercicio 1 - Solucdo

c) Vamos distinguir dois casos. ¢

¢ As cores de A e B coincidem: neste caso ha 3 opcbes decorespara A B
A e B, e restam 2 opcoes de cores para C e 2 para D. Assim, pelo
Principio Multiplicativo, o algarismo 0 pode ser pintado de
3x2x2 =12 maneiras distintas.

* As cores de A e B sao diferentes: neste caso, ha 3 opcoes de cores para pintar
A e, para cada uma dessas, ha 2 opcOes para pintar B, restando apenas 1
opcao para C e também para D. Assim, pelo Principio Multiplicativo, o
algarismo 0 pode ser pintado de 3x2x1x1=6 maneiras distintas.

Segue do Principio Aditivo que o algarismo 0 pode ser pintado de 12 + 6 =18 maneiras
distintas.

d) Basta pintar os algarismos 2, 0, 1 e 3; 0 2 pode ser pintado de 3x2x2=12
maneiras diferentes e o nimero de maneiras de pintar os outros algarismos ja foi
calculado nos itens anteriores. Assim, pelo Principio Multiplicativo, ha
12x6x 24 x18 = 31104 maneiras distintas de pintar o numero 2013.
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Exercicio 2

Os ciclistas tém aversao ao nimero zero (porque é oval) e ao nimero oito (porgque
assim ficam as rodas apoés os acidentes). Quantos sdcios podem se inscrever num
clube de ciclistas se cada um deve possuir uma identificacido de trés digitos, sem
usar o digito zero nem o digito oito?
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Exercicio 2 - Solucdo

Ja que os ciclistas nao usam o digito 0 e nem o &, restam os digitos 1, 2, 3, 4, 5,6, 7

s

e 9. Assim, ha R possibilidades para a escolha de cada digito. Temos que escolher
niimeros de trés digitos. Logo, temos % opcoes para o primeiro digito, 8 opgdes para
o segundo digito e 8 opcoes para o terceiro digito. Dai, como

Sx8x8=512,

concluimos que no méximo 512 sécios podem se inscrever.
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Exercicio 3

Papai Noel chegou a casa de Arnaldo e Bernaldo carregando dez brinquedos
distintos e enumerados de 1 a 10 e disse a eles: "o brinquedo niimero 1 é para
vocé, Arnaldo e o brinquedo niimero 2 é para vocé, Bernaldo. Mas esse ano,
vocés podem escolher ficar com mais brinquedos contanto que deixem ao menos
um para mim". Diga de quantos modos Arnaldo e Bernaldo podem dividir entre
eles o restante dos brinquedos.
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Exercicio 3 - Solucdo

Para cada um dos & brinquedos, do nimero 3 ao nimero 10, devemos decidir se
ele vai pertencer a Arnaldo, a Bernaldo ou deve ser deixado para Papai Noel. Se
multiplicarmos entao

E L I SRR

—

-
& vezes

contaremos as formas de dividir os brinquedos entre Arnaldo, Bernaldo e Papai
Noel, incluindo os casos em que Papai Noel fica sem nenhum brinquedo. Restara
entao contar o nimero de formas de dividir todos os brinquedos entre Arnaldo e
Bernaldo (sem deixar nada para Papai Noel), e subtrair esse nimero de 3°,

Para dividir os brinquedos entre Arnaldo e Bernaldo devemos decidir, por cada
um dos & brinquedos, para qual dos dois o brinquedo vai. Assim temos

g:{:;'x---xi}

-l

o
# veZes

formas de dividir os brinquedos entre Arnaldo e Bernaldo. Finalmente a respos-
ta é
3% = 2% = 6305

formas de dividir os brinquedos.
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Exercicio 4

Qual € a chance de uma pessoa ganhar o prémio mAaximo na
Mega Sena, acertando as seis dezenas em uma aposta minima?
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Exercicio 4 - Solucdo

%# MEGA-SENA 60 X 59 x 58 X 57 X 56 x 55 =

36.045.979.200

OCE PODE JOGAR MARCANDO EM UM, DOIS OU NOS TRES QUADROS ABAIXO
I N .-

01/ 02) (03] (04 D& (06! (07! 08! (09 )0
111 112) 113) [(14] (15] ()6 (17) (18] (19] (20

X 122 (23 (24 (25 (26] (27) (28] [29] 30 05-10-16-21-39-58 = 10-16-05-58-39-21

31] (32 133, (34 (35! [36] (37] (38! (@] (40

41 (42 143) [44) (45] (46] (47] (48] 49] [50] _ _
51 (52) (53] [54] (55 [56] (57 (3@ (59! (60 o =6X5x4x3x2x1=720

Para anular este jogo, marque ao lado:

01/ 02! (03! [04] (05! [06] [07] (08! [09] [10
111 [12] (13] [14] [15] [16] (171 (18] [19] [20

21 (22 23] [24) (25] (26] (27] 28] (291 (30 36.045.979.200 + 6! = 50.063.860

31| [32] (33] (34] (35] (36] (37] (38] [39] (40
411 421 1431 [44] [45] [46] [47] 48] [49] [50]

1 em 50.063.860
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Bruno tem 5 figurinhas idénticas com a bandeira
da Alemanha, 6 com a bandeira do Brasil e 4 com a da
Colémbia. Ele quer fazer um pacote com pelo menos 3
dessas figurinhas. De quantas maneiras ele pode fazer
esse pacote?

A) 110 SERA QIE £l COLOCO
B) 120 DUAS DA ALEMANHA,

QUATRO DO RRASIL
C) 200 € NENHUNA DA
D) 201 COLOMBIAZ
E) 210
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Exercicio 5 - Solucdo

» Quantas maneiras ele pode fazer um pacote com pelo menos 3
figurinhas?

» 5 figurinhas com a bandeira da Alemanha
» 6 escolhas: (0,1, 2,3, 4,5)

» 6 figurinhas com a bandeira do Brasil
» 7 escolhas: (0, 1,2, 3,4,5, 6)

» 4 figurinhas com a bandeira da Coldmbia

» 5escolhas: (0, 1,2, 3)
__=6x7x5=210
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Exercicio 5 - Solucdo

Quantidade de
figurinhas escolhidas O que fica dentro do pacote Quantidade de
para colocar no pacotes
pacote
0 figurinha nada 1
1 figurinha AouBouC 3
2 figurinhas AA ou BB ou CC ou AB ou AC ou BC 6
Total 1+3+6=10
» O figurinhas: 1 opcdo
» 1 figurinha: 3 opcoes
» 2figurinhas: _ _ =3x3=9(2) opcoes (AA, AB, AC, BA, BB, BC, CC, CA, CB)

210-10 = 200 maneiras
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Exercicio 6

O simbolo proposto para os Jogos Escolares de
Quixajuba e formado por seis aneis entrelagados como
na figura. Cada um dos aneis deve ser pintado com uma
das frés cores da bandeira da cidade (azul, verde ou rosa),
de modo que quaisquer dois aneis entrelagados tenham
cores diferentes. Quantas sio as maneiras de pintar esse
simbolo?

A) 24
B) 36
C) 48
D) 60
E) 72
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Exercicio 6 - Solucdo

Mumerando os anéis como na figura e iniciando a contagem pelas possibilidades
de pintura do anel I, dividimos o problema em 3 casos.
1) O anel lll deve ser pintado com a mesma cor que o anel ll, o gue garante que os

anéis lll e IV tenham cores diferentes. Entdo, pelo principio multiplicativo, temos as
seguintes possibilidades de escolha das cores:

1 Il mn v v Vi

3 2 1 2 1 2 —24 Y

2) O anel Il deve ser pintado com cor diferente do anel Il e o anel IV com a mesma
cor que o anel lll. Entdo, pelo principio multiplicativo, temos as seguintes possibilidades de escolha das cores:

1 1] 1] v v Vi

3 2 1 1 2 2 —24

3) O anel lll deve ser pintado com cor diferente do anel Il e o anel IV com cor diferente do anel lll. Entdo, pelo principio
multiplicativo, temos as seguintes possibilidades de escolha das cores:

| ) 1] v v Vi

3 2 1 1 1 2 —12

Logo, o nimero de maneiras possiveis de pintar o simbolo € 24 + 24 + 12 = 60.
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De quantas maneiras podemos escolher quatro cartas de naipes
diferentes e valores diferentes em um baralho com 52 cartas?
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Exercicio 7 - Solucdo

Precisamos ter uma carta de cada naipe. Ha cartas de Espadars,
Quro, Paus e Copas. A ordem dos naipes ndo interfere no
resultado.

=13x12x11 x10=17160 maneiras
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Estudar para o proximo encontro!

» Secodes 7.1 a7.5da Apostila do PIC da OBMEP “Encontros de
Geometria — Parte 17, F. Dutenhefner, L. Cadar

(http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf)

> Secgoes 2.1 e 2.2 da Apostila Apostila 3 do PIC da OBMEP,
“Teorema de Pitagoras e Areas”, E. Wagner

(http://www.obmep.org.br/docs/apostila3.pdf).
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