Capitulo 1

Métodos de Contagem

Problemas de contagem so, muitas vezes, considerados dificeis
entre alunos e professores, apesar de as técnicas matematicas neces-
sarias serem bastante elementares: essencialmente, o conhecimento
das operagoes aritméticas de soma, subtracao, multiplicacao e divi-
sao. O objetivo deste material é habituar o aluno a trabalhar com
problemas de contagem e a ver que, afinal de contas, tais problemas
podem ser resolvidos com raciocinios simples na grande maioria dos
casos, sem exigir o uso de formulas complicadas. E isto o que procu-
ramos mostrar nos exemplos a seguir.

Exemplo 1. Uma bandeira com a forma abaixo vai ser pintada
utilizando duas das cores dadas.

N
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(a) Liste todas as possiveis bandeiras. Quantas sio elas?

Selucdo: E importante ter um procedimento sistematico para listar
todas as possiveis bandeiras, sem repeti-las. Para tal, devemos iden-
tificar as diferentes decisdes a serem tomadas e examinar todas as
possibilidades para cada uma delas. No caso deste problema, uma
forma natural para planejar o preenchimento da bandeira é:

e escolher a cor a ser utilizada para a parte externa;

e a seguir, escolher a cor para o circulo interno.

A primeira decisao pode ser feita de 3 modos diferentes, ja que a cor
externa pode ser qualquer uma das disponiveis. Uma vez tomada esta
decisao, a cor cscolhida nao pode mais ser usada para o circulo interno.
Por exemplo, se a cor preta for escolhida para a parte externa, a cor
interna devera ser cinza ou branca.

Podemos, entao, listar todas as possiveis bandeiras, que sdo 6, de

acordo com a figura abaixo.

Com a cor externa preta:

Cor a cor externa cinza:

Cor a cor externa branca:

Um fato importante, que pode scr explorado na contagem cficicnte do



numero possivel de bandeiras, é o seguinte: as cores disponiveis para
pintar o circulo mudam de acordo com a escolha da parte externa,
mas a sua quantidade é sempre a mesma, ji que, qualquer que seja a
cor externa escolhida, ha sempre duas cores restantes para o circulo.
Portanto, poderfamos ter empregado o seguinte raciocinio para contar
o numero de possiveis bandeiras, sem lista-las:

A cor externa pode ser escolhida de trés modos diferentes. Qualquer
que seja essa escolha, a cor do circulo pode ser escolhida de dots mo-
dos. Logo, o nimero total de possibilidades € 2 +24+2 =3 x 2 =6.
O procedimento acima ilustra o Principio Multiplicativo ou Principio
Fundamental do Contagem:

Se uma decisao Dy pode ser tomada de p modos e, qualquer que seja
essa escolha, a deciséo Do pode ser lomada de g modos, entao o ni-
mero de manciras de se tomarem consecutivamente as decisées Dy e
Dy 6 igual a pq.

O Principio Multiplicativo pode scr ilustrado com o auxilio de uma
arvore de enumeragao como a da figura a seguir.

Cor Cordo
externa circulo
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(b) Quantas sdo as possiveis bandeiras no caso em que 4 cores estdo
disponiveis?

Solugao: As decisdes a serem tomadas sdo exatamente as mesmas do
caso anterior, tendo mudado apenas o niimero de possibilidades de
escolha. Para a cor externa, temos agora 4 possibilidades. Uma vez
escolhida a cor externa, a cor do circulo pode ser qualquer uma das
outras 3. Logo, pelo Principio Multiplicativo, o mimero de modos
diferentes para pintar a bandeira é 4 x 3 = 12,

Exemplo 2. Quantas sdo as formas de pintar a bandeira a seguir
utilizando 3 cores diferentes dentre 4 dadas?

EOEE

Solucao: Agora, temos 3 decisoes consecutivas a tomar: a cor externa,
a do retangulo e a do circulo. A cor externa pode ser qualquer uma
das 4 cores; uma vez escolhida a cor externa, o retangulo pode ser
pintado de trés modos distintos. Logo, a cscolha combinada da cor
externa e do retingulo pode ser feita de 4 x 3 = 12 modos. Para
cada um destes 12 modos, ¢ circulo pode ser pintado com uma das
duas cores que sobraram. Logo, o namero total de possibilidades ¢
4x3x2=24

O raciocinio acima mostra quc o Principio Multiplicativo podc, na



realidade, ser aplicado quando temos diversas etapas de decisdo: desde
que o nimero de possibilidades em cada etapa nao dependa das de-
cisdes anteriores, basta multiplicid-los para achar o numero total de
possibilidades.

Exemplo 3. Para pintar a bandeira abaixo, hé 4 cores disponiveis.
De quantos modos ela pode ser pintada de modo que faixas adjacentes
tenham cores distintas?

OEE

2

Solugdo: O primeiro passo é escolher em que ordem vamos pintar
a handeira. Podemos, por exemplo, pintar as faixas de cima para
baixo (veja, no excrcicio 16, o que ocorre quando escolhemos mal a
ordem de preenchimento). A cor da primeira faixa pode ser qualquer
uma das 4 cores. Qualquer que seja a cor escolhida, para a segunda
faixa temos 3 cores para cscolher. Escolhida a cor da segunda faixa,
a terceira pode ser pintada de qualquer cor, exceto a usada para a
scgunda faixa. Assim, temos novamente 3 possibilidades de cscolha.
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O nimero total de possibilidades ¢, entdo:

4 X 3 X 3 = 36
3 1 d
12 faixa 22 faixa 32 faixa

Exemplo 4. Quantos sao os nameros de trés algarismos distintos?

Solugao: Vamos escolher, sucessivamente, os trés algarismos, come-
cando com o da esquerda (isto é importante, como veremos abaixo).
O primeiro algarismo pode ser escolhido de 9 modos, pois ndo pode
ser igual a. 0. O segundo algarismo pode ser escolhido de 9 modos, pois
nao pode ser igual ao primeiro algarismo. O terceiro algarismo pode
ser escolhido de 8 modos, pois nao pode ser igual nem ao primeiro
nem ao segundo algarismo.

A resposta € 9 x 9 x 8 = 648.

Exemplo 5. O codigo Morse usa duas letras, ponto e traco, e as
palavras tém de 1 a 4 letras. Quantas sdo as palavras do cbdigo
Morse?

Solugao: Ha palavras de 1, 2, 3 e 4 letras, em quantidades diferentes.
Assim, nossa estratégia € a de usar o Principio Multiplicativo para
contar scparadamente cstas palavras c, depois, somar cstas quanti-
dades. Ha 2 palavras de uma letra; ha 2 x 2 = 4 palavras de duas
letras, pois ha dois modos de escolher a primeira letra e dois modos
de escolher a segunda letra; analogamente, ha 2 x 2 x 2 = 8 palavras
de trés letras e 2 X 2 x 2 X 2 = 16 palavras de 4 letras. O nimero
total de palavras é 24+ 4 + 8 4+ 16 = 30.



Vocé ja deve ter percebido nesses exemplos qual é a estratégia para
resolver problemas de contagem:

1. Postura: Devemos sempre nos colocar no papel da pessoa que
deve fazer a agio solicitada pelo problema e ver que decisoes devemos
tomar. Nas diversas situacoes dos Exemplos 1 a 3, nés nos colocamos
no papcl da pessoa que deveria colorir a bandcira; no Excemplo 4,
colocamo-nos no papel da pessoa que deveria escrever o niimero.

2. Divisao: Devemos, sempre que possivel, dividir as decisoes a
serem tomadas em decisées mais simples, correspondentes as diversas
etapas do processo de decisao. Colorir a bandeira foi dividido em
colorir cada regiao; formar um ntumero de trés algarismos foi dividido
em escolher cada um dos trés algarismos. Formar a palavra no codigo
Morse foi dividido em escolher o nimero de letras e, a seguir, em
escolher cada letra.

A ordem em que as decisoes sao tomadas pode ser extremamente im-
portante para a simplicidade do processo de resolugdo. Vamos voltar
ao Exemplo 4 ( Quantos sio os nimeros de trés algarismos distintos?)
para ver como uma estratégia equivocada pode levar a uma solugao
desnecessariamente complicada.

Comegando a escolha dos algarismos pelo altimo algarismo, ha 10
modos de escolher o tltimo algarismo. Em seguida, ha 9 modos de
escolher o algarismo central, pois nao podemos repetir o algarismo ja
usado. Agora tcmos um impasse: de quantos modos podemos csco-
lher o primeiro algarismo? A resposta é “depende”. Se ndo tivermos
usado o (), havera 7 modos de escolher o primeiro algarismo, pois nao
podercmos usar nem o 0 nem os dois algarismos ja usados nas demais
casas; se ja tivermos usado o 0, havera 8 modos de escolher o primeiro
algarismo.
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Para evitar, na medida do possivel, impasses como o acima, uma outra
recomendagao importante é:

3. Nao adiar dificuldades. Pequenas dificuldades adiadas costu-
mam se transformar em imensas dificuldades. Se uma das decisoes a
serem tomadas for mais restrita que as demais, essa € a decisao que
deve ser tomada em primeiro lugar. No Exemplo 4, a escolha do pri-
meiro algarismo era uma decisdo mais restrita do que as outras, pois o
primeiro algarismo ndo pode ser igual a 0. Essa é, portanto, a decisao
que deve ser tomada em primeiro lugar, e, conforme acabamos de ver,
posterga-la s6 serve para causar problemas.

Exemplo 6. Quantos sao os nieros pares de trés algarismos dis-
tintos?

Solucao: Ha b modos de escolher o tiltimo algarismo. Note que come-
camos pelo dltimo algarismo, que é o mais restrito; o tltimo algarismo
86 pode ser 0, 2, 4, 6 ou 8.

Em scguida, vamos ao primceiro algarismo. De quantos modos sc
pode escolher o primeiro algarismo? A resposta é “depende” se néao
tivermos usado o 0, havera 8 modos de escolher o primeiro algarismo,
pois nao poderemos usar nem o 0 nem o algarismo ja usado na tltima
casa; se ja tivermos usado o 0, havera 9 modos de escolher o primeiro
algarismo, pois apenas o 0 nao podera ser usado na primeira casa.

Assim, apesar de termos procurado atacar inicialmente a escolha mais
restrita, chegamos a um impasse no uso do Principio Multiplicativo.
Essc tipo dc impasse ¢ comum na resolugido de problemas ¢ ha dois
métodos para vencé-lo.

O primeiro método consiste em voltar atras ¢ contar scparadamente.



Contaremos separadamente os niimeros que terminam em 0 e 08 que
nao terminam em 0. Comecemos pelos que terminam em 0. HAa 1
modo de escolher o tltimo algarismo, 9 modos de escolher o primeiro
e 8 modos de escolher o algarismo central. Ha, portanto, 1 x9x8 = 72
niimeros de trés algarismos distintos terminados em 0.

Para os que nao terminam em 0, ha 4 modos de escolher o ultimo
algarismo, 8 modos de escolher o primeiro e 8 modos de escolher o
algarismo central. Ha 4 x 8 x8 = 256 niimeros pares de trés algarismos
distintos que néo terminam em 0.

A resposta é 72 + 256 = 328.

O segundo método consiste em ignorar uma das restri¢oes do pro-
blema, o que nos fard contar cm demasia. Depois descontarcmos o
que houver sido contado indevidamente.

Primeiramente fazemos de conta que o 0 pode ser usado na primeira
casa do nimero. Procedendo assim, ha 5 modos de escolher o tltimo
algarismo (s6 pode ser 0, 2, 4, 6 ou 8), 9 modos de escolher o primeiro
algarismo (nao podemos repetir o algarismo usado na altima casa —
note que estamos permitindo o uso do 0 na primeira casa) ¢ 8 modos
de escolher o algarismo central. Ha 5 x 9 x 8 = 360 ntimeros, ai
inclusos 0s que comegam por 0.

Agora vamos determinar quantos desses nimeros comecam por zero;
sao csses os nameros que foram contados indevidamente. HA 1 modo
de escolher o primeiro algarismo (tem que ser 0), 4 modos de escolher
o ultimo (sé pode ser 2, 4, 6 ou 8 lembre-se de que os algarismos
sao distintos) ¢ 8 modos de escolher o algarismo central (nao podemos
repetir os algarismos j& usados). H& 1x4x8 = 32 niimeros comecados
por 0.
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A resposta é 360 — 32 = 328.

Exemplo 7. Dc quantos modos diferentes 6 pessoas podem ser colo-
cadas cm fila?

Solucdo: Este ¢ um problema classico de contagem, chamado de pro-
blema das permutacoes simples, que ¢ facilmente resolvido pelo Prinei-
pio Multiplicativo. De fato, basta escolher sucessivamente as pessoas
colocadas em cada posicido da fila. Para escolher o primeiro da fila, te-
mos 6 possibilidades; o segundo pode ser qualquer uma das 5 pessoas
restantes, e assim por diante. Logo, o nimero total de possibilidades
66x5x4x3x2x1="720. De um modo geral, o ntimero de modos
de ordenar n objetos € igual a n.x (n—1) x - -- x 1, que é representado
por n! (1&-se: n fatorial).

Exemplo 8. De quantos modos podem-se escolher trés dos jogado-
res de wmn time de futebol para representd-lo em uma ceriménia de
premiagao?

Solugao: Este é um outro problema classico de contagem, chamado
de problema das combinacdes simples. A primeira vista, parece ser
simples resolvé-lo pelo Principio Multiplicativo: basta escolher um
representante de cada vez. O primeiro pode ser escolhido de 11 mo-
dos, o segundo, de 10 e o terceiro, de 9. Logo, o ntmero total de
possibilidades parece ser 11 x 10 x 9 = 990. Esta solugfo estd incor-
reta, mas podemos conserta-la para chegar a resposta certa. Suponha
que tivéssemos escolhido, sucessivamente, os jogadores 4, Be C. A
comissfo de representantes assim formada seria exatamente a mesma,
se tivéssemos selecionado, por exemplo, primeiro B3, depois A, de-
pois C'. No entanto, as duas cscolhas foram contadas por nés como
se fossem distintas. O que nos permite corrigir o resultado da con-
tagem é o fato de que todas as possiveis comissoes sao repetidas o
mesmo namero de vezes, correspondente a todas as suas possiveis or-
denacoes. Por exemplo, A, B e C vio surgir, em nosso processo de
cnumcracao, 3 X 2 x 1 = 6 vezes, o mesmo ocorrendo com todas as
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possiveis comissdes. Logo, o niimero correto de comissbes é igual a
990/6 = 165.

De modo geral, o numero de modos de escolher p dentre n objetos é
representado por C% (1é-se: combinacio de n tomados p a p) e & igual
N nn—1)--(n—p+1)

pp—1)---1

Exercicios

1) Um grupo de 4 alunos (Alice, Bernardo, Carolina e Daniel) tem
que escolher um lider e um vice-lider para um debate.

(a) Faga uma lista de todas as possiveis escolhas (use a inicial
de cada nome, para facilitar). Organize a sua lista do se-
guinte modo: primeiro, cscreva todas as possibilidades em
que Alice é a presidente, depois, aquelas em que Bernardo
é presidente, e assim por diante.

(b) Conte o nimero de possiveis escolhas e verifique que o Prin-
cipio Multiplicativo fornece a mesma resposta.

2) Um restaurante possul um cardapio que apresenta escolhas de
saladas (salada verde, salada russa ou salpicdo), sopas (caldo
verde, canja ou de legumes) e pratos principais (bife com fritas,
peixe com puré, frango com legumes ou lasanha).

(a) De quantos modos se pode escolher um prato deste carda-
pio?
(b) De quantos modos se pode escolher uma refeicao completa,

formada por uma salada, uma sopa ¢ um prato principal?

3) Quantos algarismos 830 escritos ao se escreverem os NMeros
inteiros de 1 a 1007
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4) Jodo e Isabel lancam, cada um, um dado.

(a) Quantas sdo as possiveis combinagoes de resultado?

(b) Quantas sdo as possiveis somas que eles podem obter?

5) Cada digito de uma calculadora é mostrado no visor acendendo
filamentos dispostos como mostra a figura a seguir. Quantos
simbolos diferentes podem ser representados? (N&o inclua o
caso em que nenhum filamento é aceso.)

[
|

6) Para pintar a bandeira abaixo estdo disponiveis as seis cores
dadas, sendo que regides adjacentes devem ser pintadas de cores

diferentes.

Il
B
1 L]

(a) Qual é o nimero minimo de cores a serem usadas?

(b) De quantos modos a bandeira pode ser pintada?

7) Dispomos de 5 cores distintas. De quantos modos podemos
colorir os quatro quadrantcs de um circulo, cada quadrante com



8)

0)

10)

11)

12)

13)

14)

15)

13

uma sb cor, se quadrantes cuja fronteira é uma linha n&o podem
receber a mesma cor?

Quantos sao os gabaritos possiveis de um teste de 10 questoes de
multipla escolha, com 5 alternativas por questao? Em quantos
destes gabaritos a letra A aparece exatamente uma vez? Em
quantos a letra A nao aparece?

Liste todos os subconjuntos de {1,2,3}. Quantos sao eles? De
modo geral, quantos sao os subconjuntos de um conjunto que
tem n elementos?

De quantos modos 3 pesscas podem se sentar em 5 cadeiras em
fila?

De quantos modos 5 homens e 5 mulheres podem se sentar em
5 bancos de 2 lugares, se em cada banco deve haver um homem
e uma mulher?

De quantos modos podemos colocar 2 reis diferentes em casas
nao adjacentes de um tabuleiro 8 x 87 E se os reis fossem iguais?

De quantos modos podemos formar uma palavra de 5 letras de
um alfabeto de 26 letras, se a letra A deve figurar na palavra
mas nao pode ser a primeira letra da palavra? E se a palavra
devesse ter letras distintas?

As placas dos veiculos sio formadas paor trés letras (de um alfa-
beto de 26) seguidas por 4 algarismos. Quantas placas poderao
ser formadas?

Um vagao do metrd tem 10 bancos individuais, sendo 5 de frente
e b de costas. De 10 passageiros, 4 preferem se sentar de frente,
3 preferem se sentar de costas, ¢ os demais ndo tém preferéncia.
De quantos modos eles podem se sentar, respeitadas as prefe-
réncias?
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16)

17)

18)

19)

20)

21)
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Escrevem-se os inteiros de 1 até 2 222.

(a) Quantas vezes o algarismo 0 é escrito?

(b) Em quantos nimeros aparece o algarismo 07

Quantos s8o os inteiros positivos de 4 algarismos nos quais o
algarismo 5 figura?

Em uma bhanca ha 5 exemplares iguais da Veja, 6 exemplares
iguais da FEpocae ¢ 4 cxemplares iguais da [ste F. Quantas cole-
¢Oes ndo vazias de revistas dessa banca podem ser formadas?

Tendo 4 cores disponivets, de quantos modos se pode pintar uma
bandeira com 3 listras, tendo listras adjacentes de cores distin-
tas? Um aluno deu a seguinte solucao: “Primeiro, eu vou pintar
as listras extremas; para cada uma, eu tenho 4 possibilidades
de escolha. Depois, eu pinto a listra central; como ela tem que
ter cor diferente das duas vizinhas, eu posso escolher sua cor de
apenas 2 modos. Logo, o namero total de modos de pintar a
bandeira é 4 x 4 x 2 = 32". A solucdo esta certa ou errada? Se
estiver errada, onde esta o erro?

Com 5 homens e b mulheres, de quantos modos se pode for-
mar uwm casal? Este problema foi resolvido por um aluno do
modo a seguir: “A primeira pessoa do casal pode ser escolhida
de 10 modos, pois ela pode ser homem ou mulher. Escolhida a
primeira pessoa, a segunda pessoa sd podera ser escolhida de 5
modos, pois deve ser de sexo diferente do da primeira pessoa.
H4, portanto, 10 x 5 = 50 modos de formar um casal.”

A solucao esta certa ou errada? Se estiver errada, onde esta o
erro?

Cada pcega de um domind apresenta um par de nameros de 0 a
6, ndo necessariamente distintos. Quantas sfo essas pecas? E
sc os nameros forem de 0 a 87
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22) Quantos retdngulos ha formados por casas adjacentes em um
tabuleiro de xadrez 8 x 87 Por exemplo, em um tabuleiro 2 x 2
ha 9 retangulos, como mostra a figura abaixo.




