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Produtos Notaveis

1 Exercicios Introdutorios

Exercicio 1. Siga o modelo e calcule os produtos notdveis:

(x+5)? = 2°4+2-2-5+5°
x? + 102 + 25
) (z+1)2
b) (4+ )2
) (z+/3)°.
d) (3z+1)2.
e) (4z +2)°.

Exercicio 2. Calcule os produtos notdveis:
a) (2z +3)2.
b) (2z + 3y)?.
c) (x* + 3)2.

d) (a® + 3b%)2.
e) (z* +3%)2.

Exercicio 3. Veja o seguinte exemplo para calcular o qua-
drado de um nimero:

422 = (40 +2)?

40%4+2-40-2 4 22

= 1600+ 160 + 4
1764

Calcule os quadrados de 13, 41 e 19 sem usar a calculadora.
Exercicio 4. Calcule o valor das expressoes:

a) (Va+vb)? —2Vab.

b) (x+1)%+ (x —1)2.

¢) (a+1)?+2(a+1)a+a?+2(2a+1)+ 1.

Exercicio 5. Calcule as expressoes:

a) (—a —b)%.
b) (—2a+ b)>.
¢) (2ab+ 3c)?.
d) (2a — 2b)2.

Exercicio 6. Calcule os produtos:

(x —1)(x+1).
(4—a)d+a).

c) (2% —32) (22 + 32).

d) (Ve +yy) (Ve -y +y)

Exercicio 7. Siga o modelo abaizo e calcule o valor das
expressoes dadas.

a)
)

27-33 = (30—3)(30+3)
= 30%-3?
= 891
a) 99 -101.
b) 1998 - 2002.
¢) 5-15+25

2  Exercicios de Fixacao

Exercicio 8. Ao efetuarmos a multiplicagao (a + b)(a + b)
usando a distributividade, quantas operacoes de multi-
plicagao faremos?

Exercicio 9. Repita o exercicio anterior com a multi-
plicagao (a + b)(a + b)(a + b). Em seguida, determine
quantas copias de a®b aparecem no resultado. Finalmente,
conclua com argumentos de contagem que:

(a+0)* = a® + 3ab + 3ab* + b°.

Exercicio 10. Encontre uma figura que explique geometri-
camente, através do uso de dreas, a equagao:

6-7
1+24+3+4454+6=— 5

Exercicio 11. A figura abaizo explica geometricamente,
usando dreas, o desenvolvimento do produto notdvel

(a+b)?=a®+2ab+b%

Vocé conseguiria obter uma figura que explicasse geometri-
camente, também usando dreas, a equacao

(a+b)?+ (a—b)? =2(a® + b%)?
|
! b
- ———————— +-————0
] a
:
a b

Exercicio 12. Encontre uma figura que explique geometri-
camente, através do uso de dreas, a equagao:

1+345+4...+17=92
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3 Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

Exercicio 13. O professor Medialdo acaba de explicar a
seus alunos que a média aritmética de dois nimeros a e b
a+b

)

e a média geométrica € v/ ab. Antes de entregar as

notas de duas provas aplicadas anteriormente, ele decidiu
testar o conhecimento dos seus alunos perguntando se eles
prefeririam que cada um recebesse a média geométrica ou
a média aritmética das duas notas. Considerando que o0s
alunos desejam a maior nota possivel no boletim, o que
eles devem dizer ao professor Medialdo?

Exercicio 14. Jodo deseja construir um retangulo usando
um arame com 2 metros de comprimento. Qual € a maior
drea possivel de tal retangulo?

Exercicio 15. Sejam a e b numeros reais.

a) Verifique que (a + b)? > 4ab.

1 1 4
b) Verifique que - + 3 > P
¢) Verifique que
1 1 4 16 64

+ >
b ¢ d " a+b+c+d

Exercicio 16. Se z,y,a e b sdo reais tais que /T —y = a
e VT +/y =b, determine o valor de \/xy.

bt —at a? a? + b2
(a) 147 6) 5 () —
@z (e)a

Exercicio 17. Calcule o valor do numero:

20142013% — 2(20142013)(20142012) + 20142012*

Exercicio 18. Sejam:

A = \2+V3-\2+/2+V3
B = \/[2+\/2+/2+V3x

2—-\/2+

- =
]
=

Quanto vale A- B?

(a) V2 (b) V3 (c)1 (d) 2+2 (e) 2+
V3.

Exercicio 19. Jodo estd ajudando seu pai com as finangas
de sua loja. Como a quantidade de produtos ofertados es-
tava influenciando a quantidade de produtos vendidos, ele

decidiu procurar algum padrao que pudesse ajudd-lo a des-
cobrir qual a quantidade ideal de produtos que deveriam ser
ofertadas para mazimizar a quantidade de produtos vendi-
dos. Depois de um bom tempo “quebrando a cabeca”, ele
percebeu que se “a” produtos eram ofertados, entao a loja
vendia “a(10 —a)” itens. Em seguida, com a ajuda de um
produto notdvel semelhante a essa expressao, foi possivel
achar a quantidade ideal de produtos que deveriam ser ven-
didos. Como ele fez isso?

Exercicio 20. O pai de Jodo (veja o problema anterior),
percebendo a asticia do filho, decidiu desafid-lo a fazer o
mesmo com uma formula bem diferente e supondo agora
que a € um numero real qualquer. Nesse novo problema,
dado “a” real, ele deve tentar achar o valor mdzimo de 4a—
a*. Novamente usando produtos notdveis, Jodo consequiu
descobrir que o mdximo de tal expressao ¢ 3. Vocé consegue
descobrir como ele fez isso?
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1

1.

Respostas e Solucoes

Exercicios Introdutorios

a) 2> +2x+1.

b) 16 + 8x + 2°.
c) 22 4+ 2/3z + 3.
d) 922 + 6x + 1.

e) 16z + 16z + 4.

2.

a) 472 + 12z +9.

b) 4a? + 122y + 9y>.

¢) z* 4 622 + 9.
d) a* + 6ab? + 9bt.

e) x8 + 18z* + 81.

3.

b)

132 = (10+3)?
100 4 60 + 9
= 169;
(40 + 1)
1600 + 80 + 1
1681;
192 = (20-1)2
= 400 —40+1
= 361.

412

(Va+Vb)? —2Vab =
a+2Vab+b—2Vab =
a—+b.

(+1)°+(z-1)? =
(2 +2x+ 1)+ (2 — 22+ 1)
222 + 2.

(a+1)*+2(a+1)a+a®+2(2a+1)+1
((a+1)+a)*+2(2a+1) + 17
(2a + 2)2.

5.

a) a® + 2ab + b*.

b) 4a? — dab + b*.

¢) 4a?b? + 12abc + 9c2.

d) 4a® — 8ab + 4b°.

6. a) 22— 1.
b) 16 — a?.
c) ot — 922

4)

Ve + Vo) (Ve = Vy)(x +y)
(z-y)z+y) =
(z? — %)

7. a) 1002 — 12 = 9999.
b) 20002 — 4 = 3999996.

¢) 102 — 52 + 52 = 100.

2 Exercicios de Fixacao

8. Cada termo obtido apos usarmos a distributividade teve
um de seus membros vindo de alguma letra entre os pri-
meiros parénteses e o sequndo vindo de alguma entre os
sequndos parénteses. Assim, como temos duas possibili-
dade de escolhas em cada um deles, teremos no total 2 x 2
termos possiveis na maltiplicacdo. Isso pode também pode
ser facilmente visualizado se momentaneamente colocar-
mos um indice para distinguirmos de qual paréntese veio
cada letra. Por exemplo:

(al + bl)(az + bg) =
ayaz + arba + bias + b1by

9. Como temos trés parénteses e em cada um deles temos
duas escolhas, o niumero de termos € 2 X 2 x 2 =8. Para
formarmos o termo a®b, dois parénteses irdo fornecer a
letra “a“ e o outro a letra b. Uma vez escolhido aquele que
ird fornecer a letra "b”, os demais estdo determinados.
Podemos fazer tal escoha de 3 formas e assim existirdo
trés termos a®b. O mesmo argumento se aplica ao termo
ab®. A <inica maneira de formarmos os termos a® e b3 ¢é
escolhendo a mesma letra em todos os parénteses e isso sO

pode ser feito de uma forma. Assim,

(a+b) = a® + 3a%b + 3ab® + b°.
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10. O retangulo 6 x 7 desenhando abaizo foi dividido em

duas figuras na forma de escada. Em cada coluna, estamos

escrevendo quantos quadrados foram pintados. Como as

duas figuras sdo iguais, a soma dos quadrados pintados -

que corresponde ao termo 14+2+3+4+ 546 da equacdao

-, deve ser igual a metada da drea do retangulo, ou seja,
6-7

1 2 3 45 6

Construindo um rentingulo n x (n+1), € possivel mostrar
que:

1
1+2+3+...+n=%.
11. Um exemplo seria:
b P 8-
1
0—————6--:———0
--¢
a i
LT -
¢
a b a—>b

=
=]

L
-9
L

+

a a—>b
Comentario: O exemplo anterior é de Shirley Wakin e foi
retirado do livro “Proofs without words” escrito por Roger
Nelsen. O leitor interessado poderd encontrar mais exem-
plos interessantes em tal fonte.

12. Um exemplo seria:

1 3 5 7 9 11131517

Veja que drea do quadrado maior de lado 9 é a soma das
dreas das regioes destacadas e cada uma delas € da forma
2n + 1 onde n € o lado do quadrado que a regiao con-
torna. E possivel construirmos quadrados cada vez mai-
ores e mostrarmos que a soma dos k primeiros inteiros
positivos impares € iqual & k2.

3 Exercicios de Aprofundamento e
de Exames

13. Como todo quandrado perfeito é um nidmero ndao ne-
gativo, se a e b representam as notas de um aluno, temos:

(Va—vb)? >

a—2Vab+b > 0
a+b > 2Vab
a;b > Vab

Assim, € preferivel escolher a média aritmética porque ela
€ sempre maior ou igual a média geométrica.

Comentario: Provamos que se a e b sao nao negativos,
entao:

b
a; > vab.

Isso é um caso particular do resultado mais geral de que
a média aritmética de n numeros reais nao negativos €
sempre maior ou igual & média geométrica de tais numeros.

14. Sejam a e b as dimensées do retingulo, devemos ter
que 2a+2b =2, ou seja, a+b=1. A drea obtida serd ab.
Pelo exercicio anterior,

a—|—b)271
2 4

ab = (Vab)? < (

Assim, a drea mdzima € Podemos obté-la construindo

1
1 +
um quadrado de lado 7

15. a) Vamos usar novamente o fato de que todo qua-
drado € um numero nao negativo, dai:

(a—b?* > 0
a?—2ab+b> > 0
a?+2ab+b* > 4dab

(a+b)*> > 4ab.

b) Dividindo a expressio do item anterior por ab(a + b)
obtemos:

1:a+b> 4.
b ab “a+b

1
=+
a
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¢) Usaremos o item anterior trés vezes:

a b c d —
4 4 16
<a+b+z>+z =
() -
at+b+ec d -
64
a+b+c+d

16. (Extraido da OBM 201/4) Usando a diferen¢a de qua-
drados, podemos escrever:

Vz+ vy (Vo —Vy) = (x —y).

Assim, obtemos:

S]

- 7y _
VIV T

VE+i = b
b% + a2
2b

Resolvendo o sistema anterior, encontramos /T =

b —
ey =

. Assim,

bt — ot

VI = T

17. Se denotarmos por a = 20142012 o valor da expressdo
anterior pode ser escrito como:

[(a+1) —af?

(a+1)? =2(a+1)a+a®> =
= 17

18. Pela diferenca de quadrados, temos:

24+ 14/2+1/2+ V3 x

2— 2+

\/m

Apliguemos novamente a diferenca de quadrados para obter

B

&Q

H

&

0 numero:
C = \2+\/2+V3.

+
B

R

241/2
- 23

I
-

Para terminar, veja que:

\V2+V3-C

A-B =
= V24 vB 23
=1
Resposta C
19. Note que:
a(10—a) = 10a —a?
= 25-25+10a—a®
25 — (5 —a)?

Como (5—a)? é sempre um nimero ndo negativo, a iltima
expressao € no mdximo 25. Tal valor € atingido apenas
quando (5 — a)? =0, ou seja, quando a = 5.

20.

da —a* = 4a-—2a%+ 24 - a*

= 4a+1-2a*—-1+2a*—a*

= 4da+1-2a*—(a® 1)

= 3-2+4a—2d®—(a® —1)?
3—2(a—1)%—(a® -1)%

Como 2(a—1)?+ (a®?—1)? ¢ sempre um niimero ndio nega-
tivo por se tratar da soma de trés quadrados, a expressao
anterior € no mdzimo 3. Veja que tal valor pode ser atin-
gido quando a = 1.
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