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A 4% proporciondl

Dados os segmentos a, b e ¢ dizemos que o segmento x é quarta
proporcional desses segmentos quando:

Esta relacao de proporcionalidade ja aparece no século 5 a.C. e

sua construcao é feita com o argumento do teorema de Tales.
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A 4% proporciondl

Sobre um angulo qualquer de vértice O tomemos sobre um lado os
segmentos OA = a e AC = ¢ e, sobre o outro lado, OB = b. Tracando
por C uma paralela a reta AB determinamos ) na semirreta OB. O

segmento Bl = x é a solugao da equacao.
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Sejam a e b segmentos dados. Se ¥ = Va2 +b? entdao = é a

hipotenusa de um triangulo retangulo cujos catetos sao a e b. Basta

entdo construir duas semirretas perpendiculares (vocé pode usar os
esquadros) e assinalar os segmentos OA = a e OB = b. A hipotenusa

ADB = x ¢ a solucao da equacao.

10 /B
’ 112 PIC st



No outro caso, se a e b sdo os segmentos dados e r = a2 — b?

entao x é um cateto de um triAngulo retangulo cuja hipotenusa é a,
sendo b o outro cateto. Para construir devemos desenhar duas se-
mirretas perpendiculares assinalar o segmento OB = b sobre uma
delas e, com centro em B, desenhar um arco de raio a cortando a

outra perpendicular em A. O cateto OA = x é a solucao da equacgao.
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Dado um segmento a, podemos construir todos os elementos da
sequéncia av/2, av/3, av/4, ... pela construcio abaixo que é facil de

entender.
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A média geomeétrica

Dados dois segmentos a e b, definimos a sua média aritmética por

a+b

m

e sua média geométrica por g = v/ ab.

Para construir a média geométrica precisamos recordar duas das

relagoes métricas no triangulo retangulo.
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A média geomeétrica

As relacoes que utilizaremos sio h? = mn e b> = am. A primeira
(h = \/mn) significa que a altura relativa a hipotenusa é média
geométrica entre as projecoes dos catetos sobre a hipotenusa e, a
segunda (b = \/am ), que um cateto ¢ média geométrica entre a
hipotenusa e sua projecao sobre ela. Assim, podemos construir a

média geométrica de duas formas.
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A média geomeétrica

Construimos sobre uma reta os segmentos AH = a e HB = b.
Tragando a mediatriz de AB encontramos seu ponto médio (O) e
tracamos uma semicircunferéncia de centro O e diametro AB. A
perpendicular a AB tracada por H determina o ponto C na semicir-

cunferéncia. Desta forma, CH é a média geométrica entre a e b, ou

seja, CH = g = Vab.
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Expressdoes Homogéneas

Todas as expressoes algébricas que apareceram até agora sao ho-
mogéneas, ou seja, o resultado nao depende da unidade de medida uti-
lizada nos segmentos. Por exemplo, se a ¢ um segmento de 3,6cme b é
um segmento de 4,2 cm, podemos construir o segmento = = va? + b?
como hipotenusa do tridngulo retangulo de catetos a e b, e este seg-
mento x ¢é independente da unidade em que a e b foram medidos. Por
outro lado, podemos perfeitamente olhar para a formula =z = v/a? + b2

de forma numérica, ou seja, podemos pensar que x é o resultado do

calculo r = \/ 3,62+ 4,22 ~ 553. No exercicio a seguir, dados os

: 1 1 1
segmentos a e b, vamos determinar o segmento = tal que — = — + —.

T a b
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Expressdoes Homogéneas

E claro que, se pensarmos nos segmentos a ¢ b, esta expressao nao faz
o menor sentido, mas se pensarmos que a e b sao 0s niimeros que me-
dem esses segmentos em alguma unidade, faz total sentido perguntar
que segmento tem a medida igual a . O curioso e, muito importante,

é que esse segmento é sempre o mesmo, independente da unidade em

que a e b foram medidos.

Como reconhecer expressoes homogéneas?
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Expressdoes Homogéneas

Uma expressao envolvendo segmentos a, b, ¢, ... é homogénea
se, quando multiplicamos cada um deles por um ntimero k& > 0, o

resultado fica multiplicado por k.

I[sto significa que o resultado é independente da escala, ou seja,
com qualquer tipo de régua utilizada para medir os segmentos dados,

o resultado é sempre o mesmo.
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Construcoes com um segmento

unitario

Se a é um segmento entao o simbolo /a nao tem significado geo-
métrico. Mesmo se pensarmos que a representa a medida de um
segmento em certa unidade, nao podemos entender, a principio, o
que significa o simbolo y/a. Se em certa unidade (u) o segmento a
mede 4, entao /a deve ser igual a 2. Entretanto, se outra régua
estiver graduada na unidade v = 4u entao o segmento a mede 1 e,

consequentemente, y/a deve ser também igual a 1.
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Exercicio |

Dado o segmento a e o0 segmento unitario # =1, construa x =3a .

Dica: considere

§§

Y
x

=Y
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Exercicio 1 - Solucdo

Se y =+/a, entdo x = Ya =+\Va = \/; . Assim, x € a meédia geométrica de y e u,
sendo que y € a média geometrica de a e u, onde u# € um segmento unitario
fixado. Assim, construimos sobre uma reta os segmentos AH =u e HB =a,
com H entre A e B. Tragando a mediatriz de 4B encontramos o seu ponto
médio O e tracamos uma semicircunferéncia de centro O e didmetro 4B . A
perpendicular a 4B passando por H determina o ponto C na semicircunferéncia.
Como C ¢ um ponto da semicircunferéncia e 4B ¢ diametro da mesma, entdo o
triangulo A4BC ¢ retiangulo com angulo reto em C e, portanto,

CH?* =AH -HB =1-a =a e, logo, CH =Ja =y . Sobre a reta contendo C e H
construimos o segmento CD =u, com C entre D e H. Tracando a mediatriz de
DH encontramos o seu ponto médio O’ e tragamos uma semicircunferéncia de
centro O' e diametro DH . A perpendicular a DH passando por C determina o

ponto E na semicircunferéncia. Como E ¢ um ponto da semicircunferéncia e
DH ¢ diametro da mesma, entdo o triangulo EDH ¢ retangulo com angulo reto

em E e, portanto, EC* =CD -CH =1-y =y e, logo, EC =\/; =Xx.
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Exercicio 1 - Solucdo




Exercicio 2

Considere um segmento de reta 4B e um ponto C interior (mais proximo de B
do que de A). Dizemos que AC ¢ o segmento aureo de AB quando

CB/AC =AC/AB.
a) Desenhe um segmento de reta 4B qualquer e construa o seu segmento aureo.
b) Qual ¢ o valor da razao 4C/AB?
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Exercicio 2 - Solucdo

a) Desenhamos um segmento de reta AB =a qualquer. Se o segmento aureo de
AB ¢é AC =x, entdo (a—x)/x =x/a, isto &, x* +ax-a* =0 e, portanto,
x =(—a +Va® +4a° )/2 =\/a2 +(a/2)? -a/2. Tragando a mediatriz de 4B,
obtemos o ponto médio M de 4B . Tracamos a perpendicular a 4B passando

por B e, nessa perpendicular, marcamos um ponto C tal que BC =BM =a/2.

Como o triangulo ABC ¢ retangulo com angulo reto em B, entdo
AC? =4B* +BC? =a* +(a/2) e, portanto, AC =\/a2 +(a/2)? . Marcamos
um ponto D em AC tal que CD=BC=a/2. Assim,
AD = AC -CD =+l +(a/2) -a/2 =x.

b) AC/AB =x/a =\(-a +\a* +4a® 2 )a =(\5 -1))2.
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Exercicio 2 - Solucdo




Dados os segmentos de reta a, b, ¢ e d (a sua escolha) construa

_a’ +bc

YT
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Exercicio 3 - Solucdo

Se y é tal que y* =be, ou seja, ¥ é a média geométrica dos segmentos b e ¢, e

r :«.,('a?‘ +y2, entdo x :}’E/I:f._, isto e, d;’r Zrﬁx, ou seja, x € a terceira
proporcional entre os segmentos d e . Construimos sobre uma reta os segmentos
AH =b e HB=c, com H entre 4 e B. Tracando a mediatriz de 4B
encontramos seu ponto medio O e tragamos uma semicircunferéncia de centro O

e didmetro 4B . A perpendicular a 4B passando por H intersecta a
semicircunferéncia no ponto P. Como o tridngulo 4ABP é retangulo com angulo

reto em P, entdo HP® = 4H -HB =be = yz e, portanto, HP =y . Tracamos a
perpendicular a HP passando por P e, sobre essa perpendicular, construimos o
segmento PQ =a. Como o tridngulo HPQ ¢ retangulo com angulo reto em P,
entao HQ2 :PQ2 +HP? e, como PO=a e HP=y. segue que
HQ? =a* +y° =r” e, portanto, HQ =r. Sobre um angulo qualquer de vértice
O" tomemos sobre um dos lados O'4'=d e A'C’'=r = HQ e, sobre o outro
lado, O'B'=r = HQ. Tracando por C' uma paralela a reta A'B’, determinamos

D' na semirreta OB’ . Pelo Teorema de Tales, O'4'/O'B' =A'C'/B'D" , isto
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Exercicio 3 - Solucdo




Exercicio 3 - Solucdo




Figuem atentos a Ultima avaliagcdo online!
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