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a® Teste

Teste das Aulas v

@ Orientacoes

Participagao

Vocé podera participar do Teste quantas vezes quiser, sendo aprovado ou ndo, para praticar ou simplesmente melhorar seu desempenho.

Ap abrir o Teste, vocé ndo pode fechar ou atualizar a pagina, caso isso aconteca, o sistema entendera que o Teste foi encerado.

Tempo

Nao existe tempo para a resolucao das questdes. o contador que aparece tem a finalidade de orientar quanto ao tempo gasto.

Total de Perguntas

O Teste e composto de 6 perguntas em diferentes niveis de dificuldade.

Aprovagiao

Para ser aprovado, as 6 perguntas deverdo ser respondidas em seguencia sem erros, caso alguma resposta esteja errada, o sistema recomeca a contagem
para o fotal de certas.
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O Teste e composto de 6 perguntas em diferentes niveis de dificuldade.

Aprovagao

Para ser aprovado, as 6 perguntas deverdo ser respondidas em seguencia sem erros, caso alguma resposta esteja errada. o sistema recomeca a
para o total de certas.

D Numeros Naturais e Problemas de D Divisibilidade e Teorema da Divisao
Contagem Euclidiana

\océ ainda ndo participou do Teste. Vocé ainda néo participou do Teste.

Leia as orientaiﬁes e cliqgue em Leia as orientaiﬁes e clique em
«f Iniciar o Teste! «f Iniciar o Testel
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Aritmeéetica dos restos, divisibilidade IS

e critérios de divisibilidade

» Apostila 1: ENCONTROS DE ARITMETICA, de F. Dutenhefner e L.
Cadar.

Secoes 2.2,2.3,2.4 e 2.6:
Fendbmenos periodicos;
Aritmética dos restos;
MuUltiplos e divisores;

Critérios de divisibilidade.
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Fendmenos periddicos

» O resto de uma divisdo pode ser utilizado na resolucdo de
problemas que envolvem fendmenos periddicos.
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Fendmenos periddicos

» Exemplo I:

Pedro caminha ao redor de uma praca retangular onde
estao dispostas 12 Arvores, brincando de toecar cada drvore durante sen
passein. Se no inicio ele toca a Arvore indicada na figura, e se ele anda
no sentido da seta, indique que arvore ele estara tocando ao encostar em

uma Arvore pela centésima vez.
=

R
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Fendmenos periddicos

solucao. Na figura, préximo de cada arvore escreva os niuneros 1, 2, 3,
..., correspondentes ans niimeros de drvores tocadas por Pedro (a dArvore
indicada pela letra P recebe o miimero 1, a proxima o niimero 2, e assiim
por diante). Como existem 12 drvores na praga, na drvore indicada
pela letra P estarfo escritos os miimero 1, 13, 25, ... que sio todos os
mimeros que deixam resto 1 quando divididos por 12, Dividindo 100 por
12, obtemos quociente 8 e resto 4, isto é, 100 = 8§ x 12 + 4. Dail vemos
que na centésima vez, Pedro estara tocando a arvore que esta 3 posighes

a frente daquela indicada pela letra P.
9 95 99 1

a5
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Fendmenos periddicos

» Exemplo 2: Qual é o algarismo da unidade de 22015 2 £ 92010,
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Fendmenos periddicos

» Exemplo 2: Qual é o algarismo da unidade de 92015 5 £ 920104
Solucio. Caleulando as primeiras poténcias de 2 obtemos:
ol=9 22=4 2°=§ 21 =16, 2° =32, 2% =44,

2T =128, 2° =256, 27 =512

Observando esses mimeros, vemos que os dltimos algarismos formam
uma sequéncia periodica: 2, 4, 8, 6, 2, 4, 8, 6, 2 ete., em que o5 quatro

mimeros 2, 4, 8, 6 ficam se repetindo infinitamente.

2010 =503 x4 +3
2016 =503 x4 +4
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Aritmética dos restos

» No 1 do Ciclo 1, estudamos o Algoritmo da Divisdo Euclidiana.
Na divisdo de dois numeros naturais a por b existe um
quociente q € um resto r tal que a = bq + r sendo que
obrigatoriomente 0 <r < b-1.

» Por exemplo, na igualdade 1649 = 7 x 235 + 4 identificamos
imediatamente o nUmero 4 como o resto da divisdo de 1649
por 7. Por outro lado, naigualdade 415 =7 x 58 + 9, o nUmero 9
nAdo & o resto da divisdo de 58 por 7, pois na divisdo por 7 o
resto deve ser um numero natural menor que 7. Observe que a
igualdade 415 =7 x 58 + 9 significa que se temos 415 unidades,
estas podem ser organizadas em 58 grupos de 7 unidades
cada e em um grupo de 9 unidades.
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Aritmética dos restos

» Nesta secdo veremos como calcular o resto da divisdo de uma
soma, uma diferenca ou um produto de dois nUmeros, sem ter
que efetuar as operacdes com 0s numeros dados.

» Exemplo I:

Nas divisoes de 163 e 360 por 7 obtemos, respectivamente, restos
2 e 3. Qual é o resto da divisdo de 163 + 360 por 72
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Aritmética dos restos

» Nesta secdo veremos como calcular o resto da divisdo de uma
soma, uma diferenca ou um produto de dois numeros, sem fer
que efetuar as operacdes com 0s numeros dados.

» Exemplo I:

Nas divisdoes de 163 e 360 por 7 obtemos, respectivamente, restos 2 e
3. Qual € o resto da divisdo de 163 + 360 por 7¢
163=7x23+2ec360=7x51+3

163+360=(7x23+2)+(7x51+3)=7(23+51)+(2+3)=7x74+5
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Aritmética dos restos

» Exemplo 2:

Nas divisdoes de 106 e 197 por 6 obtemos, respectivamente, restos 4 e
5. Qual é o resto da divisdo de 106 + 197 por 62
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Aritmética dos restos

» Exemplo 2:

Nas divisdoes de 106 e 197 por 6 obtemos, respectivamente, restos 4 e
5. Qual é o resto da divisdo de 106 + 197 por 62

106=6x17+4¢e197=6x32+5

106 + 197 =(6x 17 +4) + (6x32+5)=6(17+32) + (4 +5) =
=6x49+9=6x49+(6+3)=6x50+3
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Aritmética dos restos

» Para calcular o resto da divisdo de uma soma por um divisor,
basta somar os restos das divisdes de cada uma das parcelas
pelo mesmo divisor. Se a soma dos restos passa do divisor,
calcule o resto da divisdo pelo divisor dessa soma de restos.

» Para calcular o resto da divisdo do resultado de uma
multiplicacdo por um divisor, basta multiplicar os restos das
divisdes de cada uma das parcelas pelo mesmo divisor. Se o
produto dos restos passa do divisor, calcule o resto da divisdo
pelo divisor desse produto de restos.
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Multiplos e Divisores

Multiplicando o nUmero 3 por qualguer numero natural
obtém-se os multiplos positivos de 3. Assim, 0os multiplos positivos
de 3s00:3,6,9,12,15,18, 21, ....

Todos estes nUmeros formam o conjunto dos multiplos
positivos de 3, que pode ser representado do seguinte modo:

> M(3)=13,6,9,12,15,18,21,.. .}

Generalizando, considerando somente numeros positivos,
dado um nUmero natural a, o conjunto dos multiplos de a é o
conjunto:

» M(a) ={a, 2a, 3a, 4q, 50, éq, 7a, 8q, .. .}.
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Multiplos e Divisores

Se a e b sdo numeros naturais, entdo:

» b é multiplo de a se existe um n tal que b = na;

» b é multiplo de a quando o resto da divisdo de b pora € 0;
Se m e n sGo numeros naturais, entdo:

» O produto p =mn é multiplo de m e de n;

» m e nsdo fatores (e divisores) de p;
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Multiplos e Divisores

Evidentemente, dado um numero natural a, se d € um divisor
positivo de a entdo 1 £ d £ a. Assim, todo numero natural possui
uma quantidade finita de divisores positivos, enquanto possui uma
quanfidade infinita de multiplos.

» D(7)={1,7}
» D(12)={1,2,3,4,6, 12
» D(72) ={1,2,3,4,6,8,9,12, 18, 24, 36, 72}
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Multiplos e Divisores

Considerando somente numeros inteiros positivos, um
nUmero da forma a x q + r € um multiplo de a somente quando r
e um multiplo de a.
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Multiplos e Divisores

» Exemplo I:

(Banco de Questdes 2006, nivel 1, lista 4, problema 1)
Da ignaldade 9174532 x 13 = 119268916 pode-se concluir que um dos

nimeros abaixo é divisivel por 13. Qual é este niimero?

(a) 119268903 (b) 119268907 (c) 119268911
(d) 119268913 (e) 119268923.
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Multiplos e Divisores

» Exemplo I:

Solugdo. Como 119268916 é divisivel por 13, podemos concluir que os
nimeros divisiveis por 13 sao aqueles obtidos somando-se ou subtraindo-

se muiltiplos de 13 ao nimero 119268916. Dentre os ntimeros apresen-
tados, o nimero 119268916 — 13 = 119268903 é o tinico divisivel por
13.
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Critérios de divisibilidade

» Vamos estudar os critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 9 e
10. Antes disso, devemos observar gue em muitos casos O USO
de um critério de divisibilidade s6 faz sentido para numeros
“grandes”. Para numeros “pequenos”, o problema de decidir
se um dado numero € divisivel ou ndo por outro pode ser
resolvido através do uso da fabuada ou de uma simples
divisdo. Além disso, como “ser divisivel por” e “ser multiplo de”
significam exatamente a mesma coisa, € importante ter em
mente que um critério de divisibilidade também & um critério
de multiplicidade.
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Critérios de divisibilidade por 3

» 2 . - - r w a
Um nimero é divisivel por 3 se a soma dos seus algarismos é divisivel por 3.

Para entender este critério de divisibilidade, primeiramente precisamos

observar que todas as poténcias de 10 deixam resto 1 quando divididas

por 3:
10=3-3+1.
100 =333 + 1.
1000 = 3+ 333 + 1.
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Critérios de divisibilidade por 3

Desta observacao, vamos verificar, sem efetuar a divisdo, se o mimero
457 é ou nao é divisivel por 3. O niimero 457 pode ser escrito como 457 =
4-10045-10+47 ou ainda, 457 = 4(3-33+1)+5(3-3+1)+7. Colocando o
fator 3 em evidéncia, vemos que 457 = 3(4-33+5-3)+ (4454 7). Como
o nimero 3(4-33 + 5 - 3) é divisivel por 3, precisamos somente verificar
se 44+ 547 = 16 é divisivel por 3. Como este niimero nao é divisivel por
3, concluimos que 457 também nao é divisivel por 3. Mais ainda, como
16 deixa resto 1 quando dividido por 3, podemos até concluir que 457

também deixa resto 1 quando dividido por 3.
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Critérios de divisibilidade por 9

Um nidmero é divisivel por 9 se a soma dos seus algarismos é divisivel por 9.

Como no caso da divisibilidade por 3, primeiramente observe que todas as
poténcias de 10 deixam resto 1 quando divididas por 9:

10=9-1+1.
100 =9-11 +1.
1000 =9-111 + 1.
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Critérios de divisibilidade por 9

Vejamos, sem efetuar a divisao, se o niimero 2345 é ou ndo é divisivel
por 9. Podemos escrever 2345 = 2- 1000+ 3 - 100+ 4 - 10+ 5, ou ainda,
2345 =2(9-111+1)+3(9-11+1)+4(9+1)+5. Colocando o fator 9 em
evidéncia, 2345 = 9(2-1114+3-11+4)+(24+3+4+5). Como o nimero
9(2-111+3-11 +4) é divisivel por 9, precisamos somente verificar se o
nimero 2+ 3+ 4+ 5 = 14 é divisivel por 9. Como este nimero nao é
divisivel por 9, podemos concluir que 2345 também nao é divisivel por
9. Mais ainda, como 14 deixa resto 5 quando dividido por 9, concluimos

que 2345 também deixa resto 5 quando dividido por 9.
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Critérios de divisibilidade por 4

[critério de divisibilidade por 4] Um ndmero natural é
divisivel por 4 quando o niimero formado pelos seus dois tltimos alga-
rismos é divisivel por 4. Vamos explorar este critério escrevendo, por
exemplo, o nimero 23562 do segninte modo: 23562 = 235 - 100 + 62. E
como 100 = 4 - 25, 23562 = 235-4- 25+ 62 = 4(235 - 25) + 62. Como
4(235 - 25) é divisivel por 4, é suficiente analisar o nimero 62. Como
62 = 4-15+ 2 vemos que 62 e, portanto, 23562 = 4(235 - 25) + 62 nio
sao divisivies por 4. Além disso, estes nimeros deixam resto 2 quando

divididos por 4.
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Critérios de divisibilidade por

2,6,5el0

Agora vamos relembrar os critérios mais faceis. Um niimero é divisivel
por 2 quando é par & um nimero é divisivel por 6 quando é divisivel,
ao mesmo tempo, por 2 e por 3. Um numero é divisivel por 5 quanto
termina em () ou em 5, e um mimero € divisivel por 10 quando termina
em zero. Utilize os critérios de divisibilidade para resolver os seguintes

problemas.
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Exercicio |

Diferenca de poténcias — Seja n = 9867. Se vocé calculasse n? — n?, qual seria o

algarismo das unidades encontrado?

@ 0 ()2 (cJd (d)6 (e 8
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Exercicio 1 - Solucdo

Diferenca de poténcias — A opgio correta é (c).

Solugdo 1: O algarismo final de 9867% é 0 mesmo que o de 7* = 343, isto &, 3. O
algarismo final de 98672 ¢ 0o mesmo que o de 72 = 49, isto é, 9. Se de um nimero
terminado em 3 subtraimos outro terminado em 9, o algarismo final do resultado é 4.
Observagio: Observe que o algarismo das unidades da diferenga 9867 =9 867 & igual
ao algarismo das unidades de (7% = 77).

Solugdo 2: n’ — n* = n’(n — 1), com n? = 9867% terminando em 9 e
n—1=9866 em 6. Como 9 x 6 = 54, o algarismo final de n?(n — 1) é 4.
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Exercicio 2

Contando os zeros - (Juantos zeros existem no final do nimero

92007 4+ 17
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Exercicio 2 - Solucdo

Contando os zeros - A tabela ao lado mostra como

aparecem em ordem, dezena e unidade, os dois ultimos n | dois 1iltimos
algarismos de algumas poténcias de 9. Observe que esses zlfzflismns
dois 1ltimos algarismos de 92 e 9'° 530 0s mesmos; logo 0 1

a partir 9% a segunda coluna da tabela comegard a se é gil
repetir, formando uma seqiiéncia periddica, de periodo 3 29

10. Como 2007 = 10 x 200 4+ 7 e os dois altimos al- ; g;.
garismos de 9'"** sio 01, segue que os dois 1itimos g ?};
algarismos de 9*"7 sdo os dois 1iltimos algarismos de 97, 8 21

ou seja 69. Dai os dais iltimos algarismos de 9797 + 1 1?:1 g?

sa0 1guais a 6941 = 70. Portanto, existe um finico zero

no final do miimero 97 41,
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Exercicio 3

Quais sdo os restos das divisdes de 1991° e 1989 - 1990 - 1991 + 1992% por 77
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Exercicio 3 - Solucdo

hitp://matematica.obmep.org.br/index.ohp/modulo/vergmodulo=63
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Exercicio 4

(OBMEP 2011 - N2Q3 - 22 fase) O muiltiplo irado
de um nimerc natural é o menor miltiplo do nimero formado apenas

pelos algarismos 0 e 1. Por exemplo, o multiplo irado de 2, bem como
de 5, é 10; ja o multiplo irado de 3 é 111 e o de 110 é ele mesmo.

(a) Qual é o miltiplo irado de 207
(b) Qual é o miiltiplo irado de 97
(¢) Qual é o miiltiplo irado de 457

(d) Qual é o menor ntimero natural cujo multiplo irado é 11107
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Exercicio 4 - Solucdo

a) Os primeiros multiplos naturais de 20 sdo 20, 40, 60, 80 e 100. Logo o multiplo
irado de 20 & 100.

b) Se os algarismos de um namero divisivel por 9 sdo apenas 0 e 1, nesse numero
devem aparecer pelo menos nove algarismos 1. Para que esse multiplo seja o menor
possivel, ele deve ter o menor nimero de algarismos possivel; logo o maltiplo irado de
9e 111111111,

c) Um multiplo de 45 & multiplo de 5 e 9; logo seu algarismo das unidades @é0ou 5 e
a soma de seus algarismos € divisivel por 9. Como multiplos irados sao formados
apenas pelos algarismos 0 e 1, segue que o multiplo irado de 45 deve ter 0 como
algarismo das unidades; logo esse multiplo € 1111111110.

d) O nuimero 1110 € o menor numero que tem apenas os algarismos 0 e 1 que &, ao
mesmo tempo,

o multiplo de 3, pois a soma de seus algarismos & 3;

o multiplo de 2, pois seu altimo algarismo € 0.
Logo 1110 é o multiplo irado de 6. Como os multiplos irados de 1, 2, 3, 4 e 5 séo,
respectivamente, 1, 10, 111, 100 e 10, segue que o menor numero cujo multiplo irado
€ 1110 é6.

112 PIC 5



Exercicio 5

(Fomin, capitulo 3, problema 30) Encontre o iltimo algarismo do mimero 7777'".
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Exercicio 5 - solucdo

Solucdo. Para comecar, note que o tltimo algarismo do nimero 777777 é
igual ao 1iltimo algarismo do niimero 7'''. Procedendo como explicado
no exercicio anterior, podemos calcular o dltimo algarismo das primeiras

poténcias de 7.

n 1(2|3(4|5|6|T7|8|9
ultimo algarismo de 7% |7 |93 |1 |79 |3 1|7

Dai vemos que o ciclo 7, 9, 3, 1 se repete infinitamente. Dividindo 777

por 4 (que é o tamanho do ciclo), obtemos quociente 194 e resto 1. Dai

T???

o ultimo algarismo de é ignal ao 1ltimo algarismo de 7', que é 7.
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Exercicio 6

Se o resto da divisao de a por 7 é igual a 3, entdo qual é o resto

da divisao de 5a por 77

Se a deixa resto 6 quando dividido por 8 e se b deixa resto 5 quando

dividido por &, qual é o resto da divisdo de a+ b e de a — b por 87
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Exercicio 6 - solucdo

1. Podemos escrever a = Tg+ 3. Dai 5a = 5(Tqg + 3) = 7 x (5q) + 15.
Dividindo 15 por 7 obtemos resto 1. Dai 5a é a soma de um
multiplo de 7 com 1 e, portanto, o resto da divisao de 5a por 7 é

igual a 1.

2. Podemos escrever a =8n+6eb=8m+5. Daia+b= (8n+6)+
(8m+5)=B8n+8m)+1llea—b=(8n+6)— (8m +5) = (8n—
8m)+1. Como 11 deixa resto 3 quando dividido por 8, vemos que
a—+ b deixa resto 3 quando dividido por 8 De a—b = (8n—8m)+1,

segue que a — b deixa resto 1 quando dividido por 8.
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Boas férias!

Proximo encontro: 06/08
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