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1 Equacgoes algébricas fracionarias

Dadas expressoes algébricas F e F' em uma variavel z,
resolver a equagao E = F significa encontrar todos os
valores reais de x para os quais as expressoes F e F' te-
nham sentido e a igualdade E = F seja verdadeira. Os
valores reais de z que tornam a igualdade verdadeira sao
chamados raizes da equagao e o conjunto formado por
todas as raizes é chamado conjunto verdade ou con-
junto solugao da equagao. Quando pelo menos uma das
expressoes algébricas E ou F' envolve fragoes algébricas, di-
zemos que E = F' é uma equacgao algébrica fracionaria
ou, mais simplesmente, uma equagao fracionaria. Sao
exemplos de equagoes algébricas:

1 3 x+3 1 3
x x 2rxr—1 ¢ 2 -1

Para resolver equagoes algébricas, comegamos reduzindo
as fragoes algébricas que fazem parte de sua composicao
a um mesmo denominador. Em seguida, procuramos as
raizes no conjunto onde as fragoes algébricas fazem sentido.
Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1. Resolva a equacdo fraciondria abaizo em R.

3 4z
+ =
z+1

rz—1

Solugao. Observe inicialmente que devemos ter @ # 1 e
. o ~ 1o 3 .

x # —1, pois para x = 1 a fragao algébrica =5 nao faz

sentido e para z = —1 a fracao algébrica f—fl nao faz sen-

tido. Utilizando as técnicas para somar fracoes algébricas

reduzindo-as a um mesmo denominador, vistas no médulo

anterior, temos:

5 + b =4

r—1 x+1

3(x+1) dr(x—1)  4@—=1)(x+1)
(z—D(x+1) (2—D(z+1) (r—1)(z+1)

e3x+1)+4z(x—1)=4(x —=1)(z+1)
& 3z +3+4a” —dv = 4(z* = 1)

& 31+ 3+ 407 — do =417 — 4

S 3r—4r=—-4—-3

& —xr=-7

S ="T.

Como 7 # —1,1, concluimos que o conjunto solugao da
equagao dada é S = {7}. O

Exemplo 2. Encontre as solugdes, em R, da equagdo fra-
ciondria abaizo:

1 1

G- 12@—2¢ T e P22

Solugao. Para que a equacao faca sentido, devemos ter
x # 1ex # 2 (pois, do contrdrio, pelo menos um dos
denominadores se anularia).

Multiplicando o numerador e o denominador da fracao
algébrica m por z — 1 e multiplicando o numera-
dor e o denominador da fragao algébrica m por
x — 2, obtemos a equagao equivalente

1-(x—1) 1-(z=2) <0
@G—1Pa-2P@—-1)  (@-1)P@=27 (1=2)
ou, ainda,

r—14+x—-2
G2
Portanto,

r—1+x—2=0

o que nos da 2z — 3 = 0 e, por fim, x = %
Novamente aqui, como % # 1,2, o conjunto solugao da
equagaoéS:{%}. o

Exemplo 3. Resolva, em R, a equacdo fraciondria

2 x+3

y AN = 1.
2—-1 zx+1

Solugao. Observe que 22 — 1 = (z + 1)(z — 1). Por-
tanto; para reduzirmos as fragoes algébricas que compoem
a equacao acima a um mesmo denominador, basta que
multipliquemos o numerador e o denominador da segunda
fracao algébrica por x — 1. Assim fazendo, obtemos:

L_I+3__1
2-1 x+1
o 2 _(x+3)(x—1)_—1-(:v2—1)
22—1 (z+1)(xz—-1) 2?2 —1
- 2 (@+3)(@-1)  -1-(@=*-1)
22 —1 22 —1 22 —1

S2—(r+3)(z—1)=—-1-(2 - 1)
207 —3r+r+3=-0+1

& 2 =-4
e r =2
O
Exemplo 4. Resolva a equagdo fraciondria
r+2 r-—2
r—3 x+3
Solugao. Para reduzir as fragoes algébricas i—fg e fc—jrg a

um mesmo denominador, multiplicamos os membros da
primeira por £+ 3 e os da segunda por xz — 3. Fazendo isso,
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obtemos:

x+27:c—2
r—3 x+3

(z +2)(z +3)

_ (x —2)(x—3)
(x=3)(xz+3) (z+3)(z—3)
< (z+2)(x+3)=(x—2)(z—3)
et +3r+f=22—20—30+8
& 10x=0
s =0.

Novamente aqui, o valor 0 encontrado para z é distinto
dos valores que devem ser evitados para que as fragoes
envolvidas tenham sentido. Portanto, S = {0}. O

Exemplo 5. Sejam a e b numeros reais tais que ab # 0 e
la| # |b|. Em relagdo & equagdo

pdoe-se afirmar que o numero de elementos de seu
conjunto-verdade, em R, € igual a:

(a) 0.
(b) 1.
(c) 2.
(d) 3.
(e) 4.

Solugao. Somando as fragoes que aparecem nos dois lados
da equagao obtemos:

r—a x—0b b a
b i a ::C—a+:v—b
)
a(z —a) n b(x —b) _ b(x — b) a(x— a)
ab ab (x —a)(x—0b) " (v—a)(z—0)

)
a(x —a)+blx =b) alx —a)+blx—Db)
ab - (r—a)(z—0b)
Agora, dividiremos a andlise do problema em duas
possibilidades:

(i) Primeiramente, tentaremos encontrar as solugdes que
satisfazem a(x — a) + b(z — b) # 0. Nesse caso, a tltima
equacao acima é sucessivamente equivalente a

(z —a)(z —b) =ab < 2° — (a+b)x +ab = ab
2% = (a+b)z.

Observe que z = 0 é uma solucao da ultima equagao.
Entretanto, se x # 0, podemos multiplicar ambos os mem-
bros dessa ultima equacao por % para obter x = a + b.

Note que a hip6tese |a| # |b| implica a+b # 0, o que prova
que, de fato, x = a + b é uma segunda solucao.

Por fim, note que os valores obtidos para x nao anulam
os denominadores das fragoes envolvidas. Realmente,
z = 0 nao anula x — a nem x — b uma vez que; por
hipotese, ab # 0; o mesmo sucede com = = a + b.

(ii) Como segunda possibilidade, suponha que a(z — a) +
b(x — b) = 0. Entao, temos:
a(r —a)+b(x—b) =0 ar—a® +bz —b*=0
& (a4 b))z = a® + b

a® + b?
=T = .
a+b
Note que “zif # a + b pois, caso contrario, teriamos:
2 b2
ot =a+bsa®+b*=(a+b)?
a+b

< a? +0% =a% + 2ab+ b2
< ab =0,

o que nao pode acontecer, uma vez que estamos supondo
2 2
ab # 0. Da mesma forma, “3+% £ 0.

a-+b
Também, x = “Zigz nao anula os denominadores z — a
ou x — b. Porexemplo, com x = “Zizz, temos
a? + b2 a®>+b%  a(a+b)
Tr—a = —a= —
a+b a+b a-+b
_b*—ab _ bb—a)
- a+b  a+b’

eb(b—a) # 0, j& que estamos assumindo ab # 0 e |a| # |b].

Portanto, ha trés solugoes distintas para a equacgao fra-
cionéria em questdo, o que fornece o item (d) como a al-
ternativa correta. O

Observacao 6. O leitor atento deve ter percebido que a
estratégia inicial de solugao do exemplo anterior foi com-
pletamente diferente daquelas utilizadas nos demais exem-
plos vistos até agora. Isso se deve ao fato de que, se
tivéssemos comecado reduzindo todas as fragoes envolvi-
das a um mesmo denominador, teriamos obtido sucessiva-
mente (verifique!)

x—b b a
b + a x—a+:r—b
a(z —a)?(z — b) + b(z — a)(x — b)?
< ab(x — a)(x — b)
ab?*(z — b) + a®b(z — a)
ab(x —a)(z —b)

Assim, deveriamos procurar as possiveis solugdes resol-
vendo a equagao

ala — a)*(a — b) + bz — a)(a — b)* =
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= ab*(z — b) + a*b(z — a).

Ora, uma vez que a # —b por hipdtese, tal equagao € de
terceiro grau (verifique mais essa afirmagdo!), o que nos
faz cogitar a busca de um caminho alternativo para resolver
o problema.

Exemplo 7. Resolva a equagdo fraciondria abaizo em R:

z4+1 _ z—1
r—1 T+ =1
2 2 &
rx—1 x+1

Solugao. Inicialmente, observe que, para a equagao fra-
ciondria dada ter sentido, devemos ter z —1 # 0, z+1 # 0
2 2 :
eﬁ—l—m—_ﬂ;&O ASSIIH,I;A—I,IG
20 +1)+2(x—1)
(x—1)(xz+1)

£0

ou, o que é o mesmo, x # 0.
Suponha, pois,  # —1,0,1. Temos:

r+1 -1 _ (z+1)2 B (r—1)2
r—1 2+1 (z—D(x+1) (z—1(z+1)
2 +2x+1 22—-22+1

2 -1 2 -1
A2+
B 2 -1
4z
a2 -1
e
2 2 2@+1) 2z — 1)
-1 711 @-Da+D @D+l
_ 20+2 2z =2
Coa2—1 x2-1
4z
a2 -1
Portanto,
Hi_x_ﬂ 2111
ﬁ"'%ﬂ_l@mﬁfl_l
= il -M=1
22=T 4
S 1=

Essa ultima igualdade é sempre verdadeira, contanto que
todas as passagens realizadas tenham sido vélidas. Como
isso sucede se e s6 se © # —1,0,1, concluimos que todo
nimero real diferente de —1, 0 e 1 é solugao da equacgao.
Desse modo, o conjunto-solu¢ao da equacao fraciondria
dada é S =R —{-1,0,1}. O

O préximo exemplo mostra que, ao modelarmos uma
situacao problema algebricamente, podemos reduzir a
analise da situacao a resolucao de uma equacao fracionaria.

Exemplo 8. Na escola A, 360 alunos foram distribuidos em
algumas salas de aula. Na escola B, 504 alunos também
foram distribuidos em algumas salas de aula. Sabendo
que, apos a distribuicao, havia quatro salas de aula a mais
na escola B e que o numero de alunos em cada sala € o
mesmo, calcule a quantidade de salas de aula da escola B.

Solugao. Denominando x a quantidade de salas de aula
da escola A, temos que a quantidade de salas de aula da
escola B ¢é igual a x + 4. Por outro lado, como a quanti-
dade de alunos em cada sala é a mesma (tanto na escola
A quanto na escola B), temos que

360 504

T T+ 4

O que devemos fazer agora.é encontrar as solucoes in-
teiras e positivas da equagao fraciondria acima (haja vista
que uma sala de aula nao pode ter um niimero nao inteiro
e positivo de alunos).

Observe que, uma vez que estamos a procura de solugoes
positivas, os denominadores das fragoes algébricas que
compbem a equagdo acima sdo sempre positivos. Agora,
multiplicando os termos da primeira fracao algébrica por
x + 4 e os da segunda por x, obtemos:

360 504 360 504
7:1'4-4@7_%4—4:
360(x+4) 504z _
z(x +4) z(x +4)
360(z +4) — 504z
x(x+4) B
< 360z 4 1440 — 504z =0
& 144z = 1440
1440
=T 10.

Portanto, o niimero de salas de aula da escola B é x +4 =
10+4 =14. O

Exemplo 9. Sabendo que

142 A B
_+ s

r—x2 x 1-z

para todo x € R\ {0,1}, podemos afirmar que:

(a) A+B=5.
(b)) A—B=5.
(c) B—A=2.
(d) A+B=3.
(e) A—B=2.
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Solugao. Temos:

l+z A B
x—22 x l-=x
)
l+z Al-=z)  Bu _0o
r(1—z) z(l—-2) z(l-2)

)
1+z— A1 —2)— Bx
z(1—x)
Como x # 1 e z # 0, a Ultima igualdade acima é equi-
valente a

=0.

1+z—A(l—2)— Bz =0,
que por sua vez equivale a
(1+A-B)xz+1-A=0.

Se denotarmos por p(z) o polinémio (1+ A—B)z+1—A,
a validade da tltima igualdade acima para todo real x #
0,1 nos diz que p(z) é identicamente nulo. Portanto, seus
coeficientes sao todos nulos, e segue dai que 1 — A =0e
1+A—B=0,0useja, A=1e B=2.

Logo, concluimos que A + B = 3, de sorte que a alter-
nativa correta é (d). O

Os trés ultimos exemplos que apresentamos a seguir sao
um tanto mais sofisticados. Observe que, estritamente fa-
lando, o primeiro deles nao se reduz a anélise de equagoes
algébricas fracionarias. Todavia, o corpo de ideias empre-
gadas em sua solucao € essencialmente o mesmo, razao pela
qual o apresentamos aqui.

Exemplo 10. Seja k um nimero real positivo. Mostre que
a solucdo, em z, da equagdo k* —kx+1 = 0, dada em
funcao de k, € maior do que ou igual a 2.

Solugao. Inicialmente, note que a equacao dada é de pri-
meiro grau em x, com

K2+ 1
—kr+l=0sz= iy
Agora, veja que
B2 +1 +1_ 2k
> > —
A
2
k+1_%>0
k k=
2
k 2k+1>0
: >
(k—1)?
0.
T

Como k > 0 e (k—1)2, sendo o quadrado de um nimero
real, é sempre nao negativo, concluimos que a ultima de-
sigualdade acima é verdadeira para todo k > 0. Portanto,

~ 2 7 . .
a solugcao x = % é sempre maior ou igual a 2. O

Exemplo 11. Encontre nimeros reais A e B tais que

1 A B

@n-DEn+tD) 2n—1 2041

para todo inteiro positivo n.

Solugao. Reduzindo as fragbes a um mesmo denomina-
dor, obtemos:

1 A LB
(2n—1)2n+1) 2n—1 2n+1
T
1 A2n+ 1) B(2n —1)

Cn-1)@2n+1) Cn-D@n+l) @n-D2n+1

(i
1= A@2n+1)y=B(2n—1)
@n—1)2n+1)

=0.
Dai, devemos ter
1-A@2n+1)—B(2n—-1)=0
para todo n € N ou, ainda,
—(2A+2Bn+1-A+B=0 (1)

para todo n € N.
Agora, observe que, se 24 + 2B # 0, a equagao de pri-
meiro grau (em z)

—(2A+2B)z+1-A+B=0 (2)
tem uma tnica solugao, qual seja, x = 12741533 . Mas, como
queremos que a igualdade () seja vélida para todo n €
N, concluimos que (@) deve ter ndo uma unica, mas uma
infinidade de solugoes. Portanto, 24 + 2B = 0 e, voltando
a () (ou a (@), conforme prefira o leitor), 1 — A+ B = 0.
Resolvendo o sistema linear

24+ 2B =0
“A+B=-1"

concluimos que A =3 e B=—1. O

Exemplo 12. Calcule o valor da expressao numérica

1 1
=+

1 1
13735 577 T 2015 2017

Solugao. Pelo exemplo anterior, temos:

1 1 12 1/2
1-3° (2-1-1)-(2-141) 2-1-1 2-1+1
12 1)2
=5
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Analogamente,

1 1 12 1/2
3.5 (2-2-1)-(2-2+1) 2-2-1 2-2+1
12 1)2
= -

Prosseguindo com o mesmo raciocinio, obtemos a
sequéncia de igualdades abaixo:
o 1/2 1/2

3.5 3 5
1 1/2 1/2

57 ) 7

1 1/2 1/2
2015-2017 2015 2017
Somando membro a membro todas essas igualdades e
efetuando os cancelamentos possiveis, chegamos finalmente

a:
LR S U 1 12 1)2
1-3 3.5 5.7 7 2015-2017 1 2017
11
2 4034
2016 1008
4034~ 2017

O

Dicas para o Professor

Recomendamos que sejam utilizadas trés sessoes de
50min para discutir todo o conteiido presente nesse ma-
terial. Mais uma vez alerte os alunos quanto a necessi-
dade de prestar bastante atencao durante o processo de
reducao de fragoes algébricas a um mesmo denominador,
uma vez que um erro ao longo do mesmo compromete toda
a solucao de um problema. Antes de iniciar-a resolucao de
cada equacao, deixe bem claro quais sao os nimeros reais
para os quais a equagao nao faz sentido, pois esses valores
ja devem ser excluidos do conjunto solugao.

As referéncias colecionadas a seguir contém muitos pro-
blemas e exemplos relacionados ao contetido do presente
material.
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1. A. Caminha. Tdpicos de Matemdtica Elementar, Vo-
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Paulo, Atual Editora, 2012.
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