
 
 

Prof. Fábio Augusto de Abreu – Região PIC-MG01 - Polo Betim – MG – Turma 2650 
 

CICLO 1 – ENCONTRO 3 – GEOMETRIA (07/07/2016) 
 

- Assuntos a serem abordados: GEOMETRIA – Áreas e Perímetros.  
 

- Textos a serem estudados com os alunos: o professor deverá explicar aos alunos os conteúdos das seções 
7.1 a 7.5 da Apostila do PIC da OBMEP “Encontros de Geometria – Parte 1”, F.             Dutenhefner, L. 
Cadar (http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf), e seções 2.1 e 2.2 da Apostila Apostila 3 do PIC da 
OBMEP, “Teorema de Pitágoras e Áreas”, E. Wagner (http://www.obmep.org.br/docs/apostila3.pdf). A Pro-
priedade 4 (a razão entre as áreas de triângulos semelhantes é igual ao quadrado da razão de semelhança), 
mencionada na página 30, seção 2.2, da Apostila 3 do PIC, refere-se a semelhança de triângulos. Nesse 
contexto, o professor deve expor brevemente sobre semelhança de triângulos para que os alunos compre-
endam essa propriedade. Haverá um outro encontro em que o tema “semelhança de triângulos” será abor-
dado mais detalhadamente. 
 

Videoaulas: 
 

MÓDULO: Áreas de Figuras Planas 
 

 Área de Figuras Planas – Parte 1: Retângulos 
 Área de Figuras Planas – Parte 2: Paralelogramos e Triângulos 
 Área de Figuras Planas – Parte 3: Losangos, Trapézios, Polígonos Regulares de n Lados e Círcu-

los 
 Área de Figuras Planas – Parte 4: Resolução de Exercícios e Área de um setor Circular 
 Área de Figuras Planas – Parte 5: Resolução de Exercícios 
 Área de Figuras Planas – Parte 6: Resolução de Exercícios 
 Resolução de Exercícios: Exercícios de Geometria da OBMEP – Parte 1 
 Resolução de Exercícios: Exercícios de Geometria da OBMEP – Parte 2 
 Resolução de Exercícios: Exercícios de Geometria da OBMEP – Parte 3. 

 

MÓDULO:  Problemas envolvendo áreas 
 

 Aula 1 – Áreas 
 Aula 2 – Uma propriedade de áreas de triângulos 

 

  - Exercícios a serem discutidos com os alunos: o professor deverá discutir cerca de 8 problemas com os 
alunos. Esses problemas devem estar relacionados com os assuntos do presente encontro e podem ser 
selecionados dos bancos de questões da OBMEP; de provas da OBMEP; do livro “Círculos Matemáticos: 
A Experiência Russa”, D. Fomin, S. Genkin, I. Itenberg; da Apostila do PIC da OBMEP “Encontros de Geo-
metria – Parte 1”, F. Dutenhefner, L. Cadar; etc. Sugerimos os seguintes três problemas:  
 

I. Questão 4 da Prova do nível 3 da 2ª fase da OBMEP de 2005  
 

Enunciados – http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2005.pdf  
(os itens c e d dessa questão necessitam de conhecimentos de função quadrática e, assim, caso o professor decida abordar 
esses itens, deverá antes fazer uma revisão sobre função quadrática)  

 
II. Questão 3 da Prova do nível 3 da 2ª fase da OBMEP de 2008  
 
Enunciados – http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2008.pdf  
(o item c dessa questão necessita de conhecimentos de função quadrática e, assim, caso o professor decida abordar esse 
item, deverá antes fazer uma revisão sobre função quadrática)  

 
III. Questão 5 da Prova do nível 3 da 2ª fase da OBMEP de 2009  
 
Enunciados – http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2009.pdf  
(os itens b e c dessa questão necessitam de conhecimentos de função quadrática e, assim, caso o professor decida abordar 
esses itens, deverá antes fazer uma revisão sobre função quadrática) 

http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf
http://www.obmep.org.br/docs/apostila3.pdf
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=20
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/ver?modulo=68
http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf
http://www.obmep.org.br/docs/Geometria.pdf
http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2005.pdf
http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2008.pdf
http://www.obmep.org.br/provas_static/pf2n3-2009.pdf
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Á r e a s  

Dada uma figura no plano, vamos definir a área desta figura 
como o resultado da comparação da figura dada com uma 
certa unidade de medida. No caso do conceito de área de fi-
guras planas, a unidade de medida utilizada é um quadrado 
de lado 1 (uma unidade de comprimento). Assim um qua-
drado de lado 1 tem, por definição, uma unidade de área. 

 
 

C a l c u l a n d o  á r e a s  d e  p o l í g o n o s  

Nas séries anteriores, você calculou áreas de retângulos, 
quadrados, paralelogramos quaisquer e triângulos utilizando 
as fórmulas próprias dessas figuras. Vamos recordar essas 
fórmulas. 
 

Á r e a  d o  r e t â n g u l o  

Usualmente, chamados um dos lados do retângulo de com-
primento (ou base) e o outro de largura (ou altura) e indi-

camos da seguinte forma: 
 
 
 
 
 
 
 
 

Vamos “cobrir” esse retângulo com quadradinhos de 1 cm 
de lado, ou seja, com quadrados de 1 cm2 de área. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Observe que esse retângulo contém 4 vezes 3 quadradinhos 
de 1 cm de lado. Então, para calcular a sua área, basta mul-
tiplicar as medidas da sua base e da sua altura. Assim, te-

mos que:  

A = 4 cm . 3 cm   A = 12 cm2. 

Podemos verificar que, realmente, a área desse retângulo é 
igual a 12 cm2, pois nele “cabem” 12 quadradinhos de 1 cm 
de lado, ou seja, nele “cabem” 12 cm2. 
Você deve notar que a área de um retângulo é função da 
medida da sua base e da sua altura. A fórmula seguinte nos 
permite calcular a área de um retângulo. A = b . h. 

 

Á r e a  d o  q u a d r a d o  

Como você já sabe, todo qua-
drado é um retângulo cujos la-
dos possuem medidas iguais. 

Assim, chamando de ℓ a me-

dida do lado de um quadrado te-

mos A = ℓ . ℓ = ℓ2. 
 
 
 

O b s e r v a ç ã o  

 Figuras iguais possuem a mesma área. 
 Se uma figura está dividida em duas figuras disjuntas, en-

tão a soma das áreas dessas duas figuras menores é igual 
à área da figura total. 

 Duas ou mais figuras que possuem a mesma área são 
chamadas equivalentes. 

 

Exemplo 1: (Obmep 2007 – N2Q15 – 1ª fase) A figura 
mostra três polígonos desenhados em uma folha qua-
driculada. Para cada um destes polígonos foi assina-
lado, no plano cartesiano à direita, o ponto cujas coor-
denadas horizontal e vertical são, respectivamente, seu 
perímetro e sua área. 
 

 
 

Qual é a correspondência correta entre os polígo-

nos e os pontos? 

 

A) I → C, II → B, III → A 

B) I → B, II → A, III → C 

C) I → A, II → C, III → B 

D) I → A, II → B, III → C 

E) I → C, II → A, III → B 

 
Exemplo 2: Qual é a área 

da figura a seguir, usando 
como unidade a área de um 
quadrinho? Qual é o períme-
tro da figura? Quantos qua-
drinhos podem ser acres-
centados à figura de modo a 
obter o máximo de área sem 
alterar o perímetro? 
 
 
Exemplo 3: (Obmep 2006 – N1Q1 – 2ª fase) Miguilim brinca 

com dois triângulos iguais cujos lados medem 3 cm, 4 cm e 6 
cm. Ele forma figuras planas unindo um lado de um triangulo 
com um lado do outro, sem que um triângulo fique sobre o 
outro. Abaixo vemos duas das figuras que ele fez. 
 
 
 
 
 
 

b = medida da base 

h = medida da altura 

1cm2 

4 cm 

 

3 cm 

b 

h 

ℓ 
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(a) Quais os comprimentos dos lados que foram unidos nas 
figuras I e II? 

(b) Calcule os perímetros das figuras I e II. 
(c) Qual o menor perímetro de uma figura que Miguilim pode 

formar? Desenhe duas figuras que ele pode formar com 
esse perímetro. 

 

Á r e a  d e  u m  p a r a l e l o g r a m o  q u a l q u e r  

A área de um paralelogramo qualquer é igual ao produto 
da medida da base pela medida da altura relativa a essa 
base. Observando as figuras abaixo você poderá comprovar 

essa fórmula. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Como a área de um paralelo-
gramo é o produto da base ve-
zes a altura, todos os paralelo-
gramos de mesma base e 
mesma altura possuem áreas 
iguais. A figura ao lado ilustra, 
então, um retângulo e um para-
lelogramo com áreas iguais. 
 

Á r e a  d e  u m  t r i â n g u l o  q u a l q u e r  

A área de um triângulo é igual à metade do produto da 
medida da base pela medida da altura relativa a essa 
base. Observando o desenho abaixo, você poderá comprovar 
essa fórmula. 
 
 
 
 
 
 
 

Á r e a  d o  t r a p é z i o  

Considere os trapézios congruentes ABCD e EFGH seguin-
tes. Vamos indicar as medidas da base menor desses trapé-
zios por b, da base maior por B e a medida da altura por h. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Girando, convenientemente, um dos trapézios, podemos uni-
los, formando um paralelogramo. Assim, é fácil perceber que 
a área de cada trapézio é a metade da área do paralelogramo 
cuja medida da base (B + b) e cuja medida da altura é h. 

 
 
 
 
 
 
 
Exemplo 4: Decompondo em figuras geométricas mais sim-

ples, calcule a área de cada uma das seguintes figuras dese-
nhadas em uma malha de quadrados de lado 1. 
 
 
 
 
 
 
 
Exemplo 5: (Obmep 2009 – N1Q10 

– 1ª fase) Na figura, o quadrado 
ABCD tem área 40 cm2. Os pontos P, 
Q, R e S são pontos médios dos la-
dos do quadrado e T é o ponto médio 
do segmento RS. Qual é a área do 
triângulo PQT? 

 

Exemplo 6: Na figura a seguir, ABCD é um quadrado de lado 

10 e M, N, P e Q são pontos médios dos lados deste qua-
drado. Qual é a área do quadrado sombreado? 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Exemplo 7: Na figura a seguir, 

ABCD é um quadrado de lado 18. 
Sobre cada um dos seus lados es-
tão marcados dois pontos que di-
videm o lado do quadrado em 3 
partes iguais. Traçando alguns 
segmentos que unem estes pon-
tos, foi obtida a seguinte figura. 
Qual é a área do quadrado som-
breado? 
 
Exemplo 8: (Banco de Questões 2011, N1Q11, página 15) O 

Tio Mané é torcedor doente do Coco da Selva Futebol Clube 
e resolveu fazer uma bandeira para apoiar seu time no jogo 
contra o Desportivo Quixajuba. 
Para isto, comprou um tecido 
branco retangular com 100 cm de 
largura e 60 cm de altura. Dividiu 
dois de seus lados em cinco par-
tes iguais e os outros dois em três 
partes iguais, marcou o centro do 
retângulo e pintou o tecido da forma indicada na figura. Qual 
é a área do tecido que Tio Mané pintou? 
 

 

A = 
2

h.b
 

h 

b 

h 

C 

A B 

D 

B 

b 

G 

h 

H 

E F 
b 

B 

h 

(B + b) 

 

A = 
2

h.)bB( 
 

h 

b 

h h 

b 

 

 

 

 

 

 

A = b . h 
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Á r e a s :  P r o p r i e d a d e s  i m p o r t a n t e s  

 

P r o p r i e d a d e  1  

A área de um triângulo não se altera quando sua base per-
manece fixa e o terceiro vértice percorre uma reta paralela à 
base. 
 
 
 
 
 
 
 
Na figura acima, a reta r é paralela a BC. Os triângulos ABC 
e A′BC têm mesma área, pois possuem mesma base e 
mesma altura.  
 

P r o p r i e d a d e  2  

Em um triângulo, uma mediana divide sua área em partes 
iguais. 
 
 
 
 
 
 
 
De fato, os dois triângulos interiores possuem mesma base e 
mesma altura. Logo, possuem mesma área. 
Quando duas figuras possuem mesma área, dizemos que 
elas são equivalentes. Portanto, o enunciado desta proprie-
dade pode ser: “Uma mediana divide o triângulo em dois ou-
tros equivalentes.” 
 
Exemplo 9: O triângulo ABC 

da figura abaixo tem área 
igual a 30. O lado BC está di-
vidido em quatro partes 
iguais, pelos pontos D, E e 
F, e o lado AC está dividido 
em três partes iguais pelos 
pontos G e H. Qual é a área 
do triângulo GDE? 
 
Exemplo 10: É dado um triângulo 

ABC e um ponto P do lado AC mais 
próximo de A que de C. Traçar uma 
reta por P que divida o triângulo ABC 
em duas partes de mesma área. 
 

P r o p r i e d a d e  3  

Se dois triângulos têm mesma altura, então a razão entre 
suas áreas é igual à razão entre suas bases. A afirmação 
acima tem comprovação imediata a partir da fórmula que cal-
cula a área do triângulo. 
 
 
 

     
𝐴1

𝐴2
 =  

𝑎

𝑎′
 

 
 

P r o p r i e d a d e  4  

A razão entre as áreas de triângulos semelhantes é igual ao 
quadrado da razão de semelhança. Observe, na figura a se-
guir, dois triângulos semelhantes com bases a e a′ e alturas 
h e h′. 

 
 
 
 
 
 
 
Como são semelhantes, a razão entre as bases é a mesma 
razão entre as alturas. Esse número é a razão de semelhança 
das duas figuras: 

'h

h

'a

a
k   

Porém, se A e A′ são as áreas dos dois triângulos temos: 
 

2kk.k
'h

h
.

'a

a

2/'h'a

2/ha

'A

A
  

 
Exemplo 11: Os dois triângulos da figura abaixo são seme-

lhantes. Se a área do menor é igual a 8, qual é a área do 
maior? 
 
 
 
 
 
A propriedade 4, que mostramos para triângulos, vale natu-
ralmente para polígonos, pois estes podem ser divididos em 
triângulos. Mas, é importante saber que esta propriedade vale 
para quaisquer figuras semelhantes. 
A razão entre as áreas de figuras semelhantes quaisquer 
é igual ao quadrado da razão de semelhança. 
 
Exemplo 12: Em algum momento, na primeira metade do sé-

culo passado, uma pessoa chamada Afrânio tinha um valioso 
terreno desocupado, perto do centro da cidade do Rio de Ja-
neiro. Com a urbanização da cidade, ruas novas foram aber-
tas e o terreno de Afrânio ficou reduzido a um triângulo ABC, 
retângulo em B, ainda de grande valor, pois o lado AB media 
156 metros. Pois bem, Afrânio morreu e em seu testamento 
os advogados encontraram as instruções para dividir o ter-
reno “igualmente” entre seus dois filhos. Era assim: “um muro 
deve ser construído perpendicularmente ao lado AB, de forma 
que os dois terrenos resultantes da divisão tenham mesmo 
valor; o que tem a forma de um trapézio será do meu filho 
mais velho e o outro será do mais novo”. 
Os advogados concluíram que os terrenos deviam ter mesma 
área, pois o testamento dizia que deveriam ter mesmo valor. 
Mas não foram capazes de decidir em que posição deveria 
ficar o muro. Conta meu avô que o episódio ganhou as pági-
nas dos jornais por vários dias, com leitores opinando de di-
versas maneiras sobre a posição correta do muro. Ele falava 
e se divertia muito com as opiniões absurdas, mas, ao mesmo 
tempo, me instigava a resolver o problema. E o problema re-
torna para vocês. 
Em que posição, relativamente ao lado AB do terreno, o muro 
deve ser construído? 
 

A 

B 
C 

A’ r 

a a 

A1 A2 

A1 = A2 

 

 

a a' 

A1 A2 
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Exemplo 13: As medianas de um triângulo dividem esse tri-

ângulo em 6 outros triângulos (figura abaixo). Mostre que to-
dos têm mesma área. 

 
 
Exemplo 14: A figura a seguir mostra um trapézio com bases 

medindo 20 cm e 14 cm e com os outros dois lados medindo 
5 cm cada um. Duas circunferências com centros A e B são 
tangentes às bases, uma ao lado esquerdo e outra ao lado 
direito. Pergunta-se qual é o comprimento do segmento AB. 
 
 
 
 
 
 
 
 

O  n ú m e r o  π  

 

O número π é a razão entre o comprimento de uma circunfe-
rência e seu diâmetro. Esta razão dá sempre o mesmo valor, 
ou seja, independe da circunferência, porque duas circunfe-
rências quaisquer são semelhantes. Todas as circunferências 
são semelhantes entre si. Se C é o comprimento da circunfe-
rência de raio R, então por definição: 

π
R2

C
  

 
 
 
 

Á r e a  d o  c í r c u l o  

A área do círculo é o número real cujas aproximações por falta 
são as áreas dos polígonos regulares inscritos. 
Imaginemos um polígono regular com n lados (n bem grande) 
inscrito na circunferência de raio R (figura abaixo). Dividamos 
o polígono em triângulos isósceles iguais, todos com vértice 
no centro da circunferência. Cada triângulo tem dois lados 
iguais a R, um lado igual a α, lado do polígono, e altura h 

relativa a essa base. 
A área do polígono é  

2

hp

2

h)αn(

2

hα
nA n

n 

, onde pn é o perímetro do 
polígono. Quando n cresce 
indefinidamente, pn tende ao 

comprimento da circunferên-
cia e h tende ao raio. A área 

do círculo é então: 

2Rπ
2

RRπ2
A   

 

Á r e a  d e  S e t o r e s  c i r c u l a r e s  

Frequentemente precisaremos calcular áreas de setores cir-
culares (veja figura). Repare que a área de um setor de um 
círculo é proporcional ao ângulo central, ou ainda, proporcio-
nal ao comprimento de seu arco. Para justificar isto, basta ob-
servar que dobrando o ângulo central a área do setor dobra, 
triplicando o ângulo central a área do setor triplica, e assim 
por diante. 
 
Na figura ao lado R é o raio do 

círculo com centro no ponto O, 
α é o ângulo central correspon-

dente ao arco de comprimento 
L. 

 

 
 

PROBLEMAS PARA DEBATE EM AULA 
 
Exercício 1 (OBMEP2007 – 2ª fase_q2n2). Na figura ABCD é um retângulo, M e N são pontos nos 
lados BC e AD, respectivamente, e os números representam as áreas dos triângulos ABQ, BQM, 
MPC e CPD em cm². 

 
(A) Qual é a área do triângulo AMD? Por quê? 
(B) Calcule a soma das áreas dos triângulos AQN e NPD. 
(C) Calcule a área do quadrilátero MPNQ. 
 

 

 

 

 



 
 

Prof. Fábio Augusto de Abreu – Região PIC-MG01 - Polo Betim – MG – Turma 2650 
 

 

Exercício 2 (OBMEP2005 – 2ª fase_q4n3). Um prefeito quer construir 
uma praça quadrada de 10 m de lado, que terá quatro canteiros triangu-
lares de pedra e um canteiro quadrado de grama, como na figura. O 
prefeito ainda não decidiu qual será a área do canteiro de grama, e por 
isso o comprimento do segmento AB está indicado por x na figura.  
 
(A) Calcule a área do canteiro de grama para x = 2.  

(B) Escreva a expressão da área do canteiro de grama em função de x. 
Sabe-se que o canteiro de grama custa R$ 4,00 por metro quadrado e 
os canteiros de pedra custam R$ 3,00 por metro quadrado. Use esta 
informação para responder aos dois itens a seguir.  

(C) Qual a menor quantia que o prefeito deve ter para construir os cinco canteiros?  

(D) Se o prefeito tem apenas R$ 358,00 para gastar com os cinco canteiros, qual é a área do maior 
canteiro de grama que a praça poderá ter? 
 
Exercício 3 (OBMEP2008 – 2ª fase_q3n3). Na figura, o triângulo ABC e o retângulo PQRS têm a 
mesma área e a mesma altura 1. Para cada valor de x entre 0 e 1 desenha-se o trapézio ABED de 
altura x e depois o retângulo PQNM de área igual à do trapézio, como na figura. Seja f a função que 
associa a cada x a altura do retângulo PQNM. 

   
 
(A) Qual é a razão entre AB e PQ? 

(B) Qual é o valor de f(1/2)? 

(C) Ache a expressão de f(x) e desenhe o gráfico 
de f. 

 
Exercício 4 (OBMEP2009 – 2ª fase_q5n3). Dois triângulos retângulos isósceles com catetos de me-
dida 2 são posicionados como mostra a figura 1. A seguir, o triângulo da esquerda é deslocado para a 
direita. Nas figuras 2 e 3, x indica a distância entre os vértices A e B dos dois triângulos. 

 

Para cada x no intervalo [0,4], seja f (x) a área da região comum aos dois triângulos (em cinza nas 
figuras). 
 
(A) Calcule f(1) e f(3). 

(B) Encontre as expressões de f nos intervalos [0,2] e [2,4] e esboce o seu gráfico. 

(C) Qual é a área máxima da região comum aos dois triângulos? 


