Solucdes das Questdes — 22 SIMULADO — Nivel 3

QUESTAO 1

a) Somar as somas das linhas é o mesmo que somar todos os nimeros no quadrado; assim, a soma das somas das
linhas & 1+2+3+4+5+6+7+8+9=45_ 0 mesmo se pode dizer da soma das somas das colunas, e concluimos
que a soma de todas as somas é 2x45=90. Logo a soma que estd faltando é
9MO-(9+13+14+17+18)=90-71=19.

b) 12 solugdo: Se todas as somas fossem pares, as somas das trés linhas seriam pares e sua soma seria par. Mas
isso & impossivel pois, como vimos acima, a soma das somas das trés linhas € 45, que & um nimero impar.

22 solugdo: Ao distribuir os nimeros no quadrado, uma linha pode ter no maximo trés numeros impares. Por outro
lado, ha cinco nameros impares de 1 a 9, a saber, 1,357 e 9. As maneiras de escrever 5 como soma de inteiros
menores ou iguaisa 3 sac 5=2+3=1+1+3=1+2+2. Como em qualguer dessas somas aparecem as parcelas 1
ou 3, concluimos que pelo menos uma linha de um quadrado preenchido contera um ou trés ndmeros impares, sendo

os restantes pares. Em qualquer caso, obtemos uma linha cuja soma & impar.

¢) Vamos estender um pouco essa solucdo para determinar ndo apenas um, mas todos os quadrados que tém as
somas dadas. Antes de comecar, notamos que trocar a ordem de duas linhas (ou de duas colunas) ndo altera as
somas de um quadrado.

O seis nameros do resultado final devem ser separados em dois grupos de trés nimeros cada, cujas somas
sejam iguais a 45. No primeiro grupo, cada nimero & a soma de uma linha e, no outro, a soma de cada coluna. De
acordo com o item anterior, cada grupo deve conter um namero impar; logo 7 e 13 devem ficar em conjuntos diferen-
tes. Segue imediatamente que a Gnica possibilidade € separar as somas nos grupos 7,16, 22 e 13,14,18; podemos
entdo supor que as somas das linhas sdo 7,16,22 e as somas das colunas sdo 13,14,18.

Como a Unica maneira de obterasoma 7 é 1+2+4 =7, podemos comecar a preencher o 112147
quadrado como a direita. Suponhamos que a soma da segunda linha seja 22; as (nicas possibilidades
para a soma 22 sdo 5+8+9=22 e 6+7+9 =22 que vamos considerar separadamente.

TT21a 17 Suponhamos primeiro que na segunda linha aparecem os nimeros 5, 8 e 9. Aqui o 5 ndo
g |22 Pode aparecer na coluna do 4, pois 4+5 =9 e para obter uma das somas 13, 14 ou 18 nessa co-
6 118 luna o terceiro namero deveria ser 4, 5 ou 9, respectivamente, o que ndo pode acontecer pois 0 4 ja
18 foi usado enquanto que 5 e 9 aparecem na segunda linha; argumento analogo mostra que o 9 tam-

bém ndo pode aparecer na coluna do 4, ou seja, o 8 aparece abaixo do 4. Como 4+8 =12 e tanto
o 1 como o 2 ja foram usados, a soma dessa coluna ndo pode ser 13 ou 14; logo a soma € 18. Podemos agora com-
pletar o quadrado das seguintes maneiras:

112147 112147
5191[8 |22 91518 |22
713[6 |18 31716 |18
13 14 18 13 14 18

Deixamos para o(a) leitor(a) mostrar que, quando na segunda linha aparecem os numeros 6, 7 e 9, as possibilidades
sdo

112147 112147 112417 112 4|7
71916 |22 916 |7 |22 9| 7|6 |22 9|7 (6|22
51318 |18 815|316 3/5|8]186 8151318
13 14 18 18 13 14 13 14 18 18 13 14

Desse modo, existem apenas seis quadrados com as somas do enunciado, a menos de troca de posi¢cdo de linhas |
(troca de posi¢cdo de colunas e troca das linhas pelas colunas.

QUESTAO 2

Sabemos que a pontuacdo maxima por rodada é de 3x5=15 pontos. Podemos descobrir quantas rodadas & possivel
obter com pontuagdes maximas sem ultrapassar 134 pontos fazendo a diviséo de 134 por 15.

134 =8x15+14 =120 + 14
Assim sdo necessarias 8 rodadas e ainda sobram 14 pontos.
Pelo item b) sdo necessarias, no minimo, 2 rodadas para obter 14 pontos.

Logo, no minimo, sdo necessarias 8+2=10 rodadas para obter 134 pontos.

Outra Solugio
item a)

Observemos que uma das flechas atingiu a regido interna, que vale 5 pontos, caso contrario, Michel obteria, no
maximo, 9 pontos nesta rodada. Consequentemente, as outras flechas atingiram a regido de 3 pontos. Assim, os
pontos obtidos com as flechas foram 5,3 e 3, ndo necessariamente nesta ordem.

Item b)

Conforme a tabela abaixo, os Unicos pontos entre 0 e 15 que Michel ndo pode obter, em apenas uma rodada, sdo 1 e
14.



0=0+0+0 4=2+2+0 8=2+3+3=3+5+0 12=2+5+5

1 5=5+0+0=2+3+0 9=2+2+5=3+3+3 13=3+5+5

2=2+0+0 6=2+2+2=3+3+0 10=2+3+5=5+5+0 14

3=3+0+0 7=2+5+0 11=3+3+5 16=5+5+5

Isto se deve aos seguintes fatos:

+ a menor pontuacdo, diferente de zero, € igual a 2. Logo & impossivel obter apenas1 ponto em uma uUnica
rodada;

+ 15 pontos sdo obtidos, de modo anico, quando as trés flechas atingirem a regido central do alvo. Se uma
das flechas ndo atingir a regido central, no maximo Michel obteria 13 pontos em uma rodada. Logo, ndo &
possivel obter 14 pontos em uma Unica rodada.

Item ¢)

Como 8 x 15 = 120 = 134, sabemos que houve, pelos menos, 9 rodadas neste treino. Vamos supor que seja possivel
obter 134 pontos em 9 rodadas, e seja n o nimero de rodadas nas quais a pontuacdo obtida foi de 15 pontos. Como

9 x 13 =127 < 134, segue que nz1 e, por outro lado, como 9 x 15 = 135 = 134, segue que nEB_Assim, a pontuacdo
maxima obtida nesta rodada é de 15n+13(9-n)=2n+127, ou seja, 134 Sop+127. Portanto, 1?£2n, o0 que contradiz o

fato de que n =8. Logo, concluimos que ndo é possivel obter 134 pontos em 9 rodadas, ou seja, houve, pelo menos,
10 rodadas. Como 134 = 8 x 15 +14 e é possivel obter 14 pontos em duas rodadas, concluimos que Michel pode
obter os 134 pontos em 10 rodadas.

QUESTAO 3

a) Ana pode pintar a bolinha 1 com qualquer uma das trés cores. A bolinha 2 deve entdo ser pintada
de uma cor diferente da primeira, restando a Ana duas cores para pinta-la. A bolinha 3 deve ser pinta-
da com a cor que sobrar. Portanto, a figura 1 pode ser pintada de 3x2x1=6 maneiras diferentes.

o o b) Vamos dividir as maneiras de pintar a figura 2 em dois casos.
19 caso: as bolinhas 1 e 3 sdo pintadas da mesma cor. Essa cor pode ser escolhida de trés
maneiras diferentes; apos esta escolha, a cor da bolinha 2 pode ser escolhida de duas maneiras dife-
o o rentes, bem como a da bolinha 4. O nimero de maneiras de pintar a figura 2 nesse caso &
Ix2x2=12.
2% caso: as bolinhas 1 e 3 sdo pinfadas de cores diferentes. Nesse caso, a cor da bolinha 1 pode ser escolhi-
da de trés maneiras diferentes e apos isso, restam duas possibilidades para a cor da bolinha 3. Para as bolinhas 2 e
4 ha apenas uma possibilidade, que € a cor que ndo foi usada nas bolinhas 1 e 3. Logo o nimero de maneiras de
pintar a figura 2 nesse caso e 3x2x1=6.
No total, a figura 2 pode ser pintada de 12 +6 =18 maneiras diferentes.

c) As bolinhas de 1 a 4 formam a figura do item anterior e portanto, para pinta-las,
Ana tem 18 possibilidades. Para pintar a bolinha 5, ele tem duas cores disponiveis, o o
pois a bolinha 4 ja esta pintada. Logo temos 18x2 = 36 possibilidades para pintar as
bolinhas de 1 a 5. Dividimos agora nossa contagem em dois casos:

1° caso: as bolinhas 3 e 6 sdo pintadas da mesma cor. Nesse caso, temos
uma escolha para a cor da bolinha 6 (pois a bolinha 3 ja foi pintada) e duas para a a ° e
bolinha 7, ou seja, temos 1x2 =2 possibilidades.

2° caso: as bolinhas 2 e 6 sdo pintadas de cores diferentes. Nesse caso tam-
bém temos uma Unica escolha para a cor da bolinha 6 (diferente das cores das boli- o o
nhas 3 e 4) e sobra apenas uma cor para a bolinha 7. Aqui temos apenas uma possi-
bilidade.

No total, ha 36x 2+ 36x1=108 maneiras diferentes de pintar a figura 3.

QUESTAO 4

A) Botdes brancos quadrados distinguem-se pelo tamanho. Como so ha um botédo de cada tipo, segue que na
caixinha de Lilavati ha exatamente 3 bot6es brancos quadrados: um pequeno, um médio e um grande.

B) Como s&o 3 possibilidades para tamanho, 2 possibilidades para a forma e 3 possibilidades para cor, segue que
o numero de possiveis tipos de botdes & 3x2x 3 =18 . Por outro lado, como nédo ha botdes pequenos redondos
(seriam 3, um para cada cor) nem botdes grandes pretos (seriam 2, um para cada forma ) e so ha um botdo de
cada tipo, o total de botdes na caixinha de Lilavati & 18 — (3 + 2) = 13. Qutra solugdo equivalente (mais longa e

trabalhosa) & fazer uma tabela listando todos os tipos possiveis de botfes e depois excluir os pequenos redondos
e 0s grandes pretos.

QUESTAO 5

A) Cada canteiro tiangular € um tndngulo retdngulo de catetos x e 10— x; quando x = 2, estes
) 2x8
catetos valem 2 e 8. Logo a area de cada canteiro é . 8m”. Como a area total da praca e 100

m?* segue que a area do canteiro central € 100 -4 x 8 = 68 m>.



B) Cada canteiro tniangular &€ um tridngulo retdngulo de catetos x e 10 - x, tendo assim area de

%x(*l 0-x) m~. Como a area total da praca e 100 mz, segue que a area do canteiro central &
100 —4%;{(111 —x)=2x%-20x+100 m’

Pode-se também notar que o lado L do canteiro de grama € a hipotenusa de um tridngulo retadngulo
de catetos x e 10— x . A area deste canteiro é L. Pelo teorema de Pitagoras, temas

L2 = x% +(10-x)? = x? +100 - 20x + x% = 2x% —20x + 100
como antes.

C) O custo total dos canteiros & igual a

custo do canteiro de grama + 4 x (custo de um canteiro de pedra)

O custo do canteiro de grama & 4(2)(2 —20x +100) reais e o de um canteiro de pedra é

3- % x(10 — x) reais. Designando por c(x) o custo total dos canteiros em funcéo de x, temos

c(x)=4-(2xz—2Dx+100)+4{3-%x{10—x}|] =2x?-

v
O grafico da funcéo c é a parabola representada ao

lado (atencdo: este é apenas um esboco do grafico, B -
sem respeitar a escala ao longo do eixo dos y). O A0
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= 5; 0 custo minimo é entdo

. . . 20
valor minimo de ¢ é assumido quando x = >
.

e(5)=2x52 —20 x5 + 400 = 350 reais.

D) Se o prefeito construir uma praca cujo canteiro de grama tem area de a m?, entio o custo total da
praca & 4a+ 3(100 —a) = 300 + a reais. Vemos assim que o custo cresce quando a cresce, e deste
modo a area maxima do canteiro de grama corresponde aoc maximo que o prefeito pode gastar, que
€ R$358,00. Neste caso temos a equacdo 300 +a =58 , donde o maior canteiro de grama que o
prefeito pode construir tem area de 58 m*.

QUESTAO 6 (a) Consideremos a figura do enunciado com
0s vértices rotulados como ao lado. Uma vez que a luz se
propaga em linha reta, o tidngulo CDF (sombreado na figura)
corresponde & area do chdo que ndo sera iluminada pela
lAmpada. O tridngulo COF é semelhante ao tridngulo ABC e a
razdo de semelhanca & 0 _GH-AB_11_1 comoa PN
AB AB 15 15
razdo entre as areas de triangulos semelhantes & o quadrado
da razdo de semelhanca, seqgue que

s \\2 2 \\2
area(CDF)=]ﬂ| area{ABC}=(ﬂ] ABxBC =[ﬂ 15%25 _121 o
15 ) 15 2 15) 2 120

y

Alternativamente, podemos calcular os lados do tridngulo CDF usando a semelhanca dos

. DF BC. BCxCD 25x11 11 <
tridngulos COF e ABC. Temos D - 2B’ logo DF = B - 15 "6 e entdo

11
coxpF g 121,
— "3 "1 m~, como antes.

area(CDF) = 72 =555

(b) 1# solucdo: Consideramos a figura do enunciado, com os vértices rotulados como na
figura ao lado. Temos PQ =16e QR =20 (a figura do enunciado deixa claro gue o menor lado

da cama esta na horizontal). Para decidir se a porta vai ou ndo tocar na cama, basta comparar
os segmentos RT e ST. Para calcular RT, usamos o tridngulo



retangulo RUT representado na figura; temos RU = 08 elUT=06,
donde RT =4/0,87 +0,6° =1. Como ST =0,9, vemos que a porta vai .:.f"ﬁ|
passar a 10 cm da cama.

cama

2* solugdo: Podemos calcular a distancia entre os pontos R e
T da figura anterior colocando um sistema de coordenadas na figura
anterior com origem em P, 0 eixo x em P(Q e o eixo y na parede
vertical esquerda. Nesse caso, R tem coordenadas (1,6; 2,0) e Ttem coordenadas (2,4; 2,6).

Logo

P a

RT =/(24-16)% +(20-26)? =/064+036 =1

O argumento final &€ 0 mesmo da solugdo anterior.
Notamos que as duas solugdes sdo conceifualmente idénticas, pois a formula da
distéancia de dois pontos no plano € uma conseqiéncia imediata do teorema de Pitagoras.



