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NUmeros primos, fatoracdo unica
em primos, mdc € mmc via

fatoracAo em primos

» Apostila 1: INICIACAO A ARITMETICA, de Abramo Hefez.
Secoes 2.4 a 2.6:

NUmeros primos;
Crivo de Eratdstenes;

Teorema Fundamental da Aritmética.
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NUmeros primos, fatoracdo unica = 3
em primos, mdc € mmc via

fatoracAo em primos

» Apostila: ENCONTROS DE ARITMETICA, de F. Dutenhefner e L.
Cadar.

Secdes 2.5 e 3.1 a 3.5:
Fatoracdo;
Mdaximo Divisor Comum;
Minimo Multiplo Comum;
Cdlculo de mdc e mmc, dada a fatoracdo;

Cdlculo de mdc e mmc, fatorando simultaneamente;

Problemas de aplicacado.
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NUMeros primos

Um numero natural diferente de 0 e de 1 e que é apenas multiplo
de 1 e de si proprio € chamado de niUmero primo. Um nUmero
diferente de 0 e de 1 que ndo é primo é chamado de nUmero

composto.

» Por exemplo, 2, 3, 5 e 7 sGdo numeros primos, enquanto 4, 6 e 8
sG0 NUMeros compostos, por serem multiplos de 2.
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Crivo de Eratdstenes

http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/veremodulo=52#v580
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Teorema Fundamental da

Aritmeética

Dado um numero natural a > 2, existem um numero r > 0, nimeros
primos p1 < --+ < p, e numeros naturais nao nulos ni,...,n, tais

que

— 't Ny,
a=py - Pr s

além disso, esta escrita € unica.
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Teorema Fundamental da

Aritmeética

» Exemplo: Decomponha em produtos de primos os seguintes
numeros: 4, 6, 8, 28, 36, 84.

> 4=2x2=22

» 6=2x3

> 28=2x2x7=2%*x7
» 36 =27x3?

> 84 =2x4]
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Fatoracao

Pela propria definicdo de nimero composto, vemos que um numero
composto € um produto de dois numeros diferentes de 1. Por
exemplo, vimos que 12 € composto, pois 2 € um divisor de 12 e isto
significa que 12 = 2 x 6. Repetindo o mesmo raciocinio para cada
uma das parcelas deste produto, observamos que 2 € primo e que
ele ndo pode ser escrito como um produto de fatores diferentes de 1.
J& o niUmero 6 € composto e pode ser escrito como 6 = 2 x 3.
Substituindo esta igualdade em 12 = 2 x 6, podemos escrever 12 = 2 X
2 x 3. Agora, neste produto cada uma das parcelas € um numero
primo que ndo pode ser escrito como um produto de nUmeros
menores. Quando chegamos nesse ponto dizemos que 12 =2x2x 3
estd fatorado como um produto de nUmeros primos, ou que 2x2x3 é
uma fatoracdo do nimero 12 em nUmeros primos.
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Fatoracao

» Exemplo: Escreva o numero 1820 como um produto de nimeros
PriMmos.
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Fatoracao

Solucao. Podemos fazer isto escrevendo o nimero 1820 ao lado de uma
barra vertical. Do lado direito desta barra vamos escrevendo os divisores
primos de 1820 e do lado esquerdo vamos escrevendo os resultados das

divisoes sucessivas por estes fatores primos, como est4 indicado a seguir:

1820
910
455

91
13 |13
1

=] 4T B I

Multiplicando os niimeros do lado direito da barra vertical obtemos a

fatoracao de 1820 como um produto de niimeros primos: 1820 = 2%.5.
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Fatoracao

Um nUmero primo p divide um certo nUmero natural a somente
quando p é um dos fatores primos que aparece na fatoragcao de a.
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Maximo Divisor Comum

Definicao: mdc(a, b) € o maior divisor comum de a e de b.

» Para calcular cada um desses numeros, mdc(a, b), listamos os
divisores de q, listamos os divisores de b, selecionamos o0s
divisores comuns de a e de b, e identificamos mdc(a, b) como o
maior divisor comum.

Exemplo: mdc(4,12) = 4
D(4)={1, 2, 4 e D(12)={1, 2,3, 4, 6, 12}
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Minimo Multiplo Comum

Definicao: mmc(a, b) € o menor multiplo comum de a e de b.

» Para calcular cada um desses numeros, mmc(a, b), listamos os
multiplos de aq, listamos os multiplos de b, e identificamos o
mmc(a, b) como o menor multiplo comum

Exemplo: mmc(4,12) =12
M(4)={4, 8, 12, 16, ..} e M(12)={12, 24, 36, ...}
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, 14
Cadlculo de mdc e mmc, dada a

fatoracao

Dois nUmeros naturais a e b sao relativamente primos, ou primos
entre si, se ndo existir um nimero primo que divide simultaneamente
a e b. De modo equivalente, isto significa que mdc(a, b) = 1. Por
exemplo, 28 = 22x 7 e 45 = 3% x 5 sao relativamente primos, ou primos
entre si, pois nao existe um fator primo em comum entre a e b. De
modo equivalente isto também poderia ser concluido do fato de
mdc(28, 45) = 1.
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, 15
Cadlculo de mdc e mmc, dada a

fatoracao

"Se a=2%.5-72 identifique quais dos seguintes niimeros

sao multiplos de a.

(a) 24.52.73

(b) 2-5-74.132

(c) 2°-5%.7

(d) 23.5-75.13.192

(e) 27.5%.74.60
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g ]
Cadlculo de mdc e mmc, dada a 0

fatoracao

Solucao. Se m é um miiltiplo de a, entao existe um niimero n tal que
m =na =n-2%-5-72 Isto implica que na fatoracio de m devem
aparecer pelo menos os elementos 23, 5eT7? e, portanto, que m deve ter
a formam=27-5Y-7T* - n,emquex >3,y >1, 2z > 2 en é qualquer
nimero natural. Dai segue que, entre os nimeros dados, somente em

(a), (d) e (e) encontramos miltiplos de a.
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Cdlculo de mdc e mmc,

fatorando simultaneamente

Calcule mdc (100, 140).
D(100)={1, 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100}
D(140)={1, 2, 4, 5,7, 10, 14, 20, 70, 140}
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Cdlculo de mdc e mmc,

fatorando simultaneamente

Calcule mdc (100, 140).

100 , 140 | 2
50, 70
25, 35
5, 7

Como 5 e 7 sdo primos entre si (eles nGo possuem divisor primo em
comum), paramos o processo e vemos que mdc (100, 140) =22 x 5 =
20, pois do modo como esse numero foi construido, ele “e um divisor
comum de 100 e 140 e ele € o maior possivel, pois testamos todas as
possibilidades de divisores comuns.
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Exercicio |

Muiltiplo de 7 — Mostre que se o produto N = (n+6m)(2n+5m)(3n+4m) é miltiplo
de 7, com m e n nimeros naturais, entdo N é miltiplo de 7% = 343.
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Exercicio 1 - Solucdo

Multiplo de 7 — Inicialmente, observemos que:

N

(n + 6m)(2n + 5m)(3n + 4m)
= (n+7Tm —m)2n+ 7Tm — 2m)(3n + Tm — 3m)
= (n—m+ 7m)[2(n —m) + Tml[3(n — m) + Tm]
= (k+T™m)(2k + Tm)(3k + Tm),

onde £k = n — m.
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Exercicio 1 - Solucdo

k+Tm k

(i) Se k + 7m é miltiplo de 7, entdo = — + m € inteiro, logo k é multiplo

de 7. Segue que 2k e 3k também s3o mililtiplos de 7 e portanto os trés fatores
k+Tm, 2k 4+ Tm e 3k + Tm sdo multiplos de 7. Concluimos que N é miltiplo de
7.

2k + 7 2k
(ii) Se 2k+7m é miltiplo de 7, entdo 4;, m_ - +m € inteiro, logo 2k é miultiplo

de 7. Como 2 e 7 sido primos entre si, segue que k é miltiplo de 7, o que leva ao
caso anterior.

(iii) Se 3k + 7m é miltiplo de 7, analogamente concluimos que k é muiltiplo de 7.
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Encontre o nidmero — QQual é o menor nimero inteiro positivo N tal que N/3, N/4,
N/5,N/6 e N/7 sejam todos niimeros inteiros?

(a) 420  (b) 350 () 210  (d) 300 () 280
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Exercicio 2 - Solucdo

Encontre o nimero — A opgao correta é (a).

NNNN N

Para que —, T 5 g ¢ sejam numeros inteiros, /N deve ser um miltiplo comum
de 3,4, 5, 6 e 7. Como queremos o menor N possivel, ele deve ser o minimo miltiplo
comum (MMC) de 3, 4, 5, 6 e 7, ou seja,

N =3x4x5bxT=420.
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Exercicio 3

Em uma lousa sdo escritos os 2014 inteiros positivos de 1 até 2014. A operac¢do permitida é
escolher dois nlimeros a e b, apaga-los e escrever em seus lugares os nimeros mdc(a, b)(Ma-
ximo Divisor Comum) e mmec(a, b)(Minimo Multiplo Comum). Essa operacdo pode ser feita
com quaisquer dois nimeros que estdo na lousa, incluindo os nimeros que resultaram
de operacoes anteriores. Determine qual a maior quantidade de nameros 1 que podemos

deixar na lousa.
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Exercicio 3 - Solucdo

A maior quantidade de nameros 1 que podemos deixar ¢ 1007. Primeiro vamos mostrar
como obté-los. Para isso, basta tomar os pares de nimeros consecutivos, (1,2), (3,4), (5,6),
..., (2013,2014) e realizar a operacdo em cada par. Sabendo que ntimeros consecutivos ndo
tém fator comum, cada um dos méaximos divisores comuns sera 1.

Nao é possivel obter mais do que isso pois a quantidade de ntmeros pares nao se altera
no decorrer das operacgoes. Isso ocorre pois, se operarmos com dois numeros pares, tere-
mos como resultado dois nimeros pares, se operarmos com dois nimeros impares teremos
como resultado dois nimeros impares e se operarmos com um nimero par € um namero
impar obteremos também um niimero par e um nimero impar. Come¢amos com 1007 na-
meros pares e sempre teremos 1007 nimeros pares.
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Exercicio 4

Trés atletas correm numa pista circular e gastam, res-
pectivamente, 2,4 min, 2,0 min e 1,6 min para completar uma volta
na pista. Eles partem do mesmo local e no mesmo instante. Apés algum
tempo, os trés atletas se encontram, pela primeira vez, no local de lar-
gada. Neste momento, o atleta mais veloz estarda completando quantas

voltas?

112 PIC 5t



Exercicio 4 - Solucdo

Solucao. Para utilizar apenas numeros inteiros, em vez de considerar
minutos como unidade de tempo, vamos utilizar segundos. Como um
minuto possui 60 segundos, multiplicando os tempos em minutos por
60, vemos que os atletas percorrem uma volta na pista em 144 seg.
120 seg e 96 seg. Como cada atleta percorre voltas na pista em tempos
que sao multiplos do tempo que ele gasta para percorrer uma volta,
vemos que eles se encontrarao novamente, pela primeira vez, no local
da largada apds um tempo igual ao mme(144, 120, 96) = 1440 segundos.
Neste instante os atletas estarao completando 1440 + 144 = 10 voltas,
1440120 = 12 voltas e 144096 = 15 voltas. Portanto, neste instante,

o atleta mais veloz (aquele que gasta menos tempo para percorrer uma
volta) estarda completando 15 voltas.
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Exercicio 5

Deftermine o menor numero inteiro positivo de trés algarismos que é
divisivel, ao mesmo tempo, por 4, 8 e 12.
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Exercicio 5 - solucado

Solucao. Dizer que um ntmero é divisivel por 4, 8 e 12 é 0 mesmo
que dizer que este nimero ¢ um maultiplo, ao mesmo tempo, de 4, 8 e
12. Como sabemos, todos os miiltiplos de 4, 8 e 12 sao multiplos do
mme(4,8,12) = 24. Como 2 x 24 = 48, 3 x24 =72, 4x24 =96 ¢
5 x 24 = 120, concluimos que o menor nimero inteiro positivo de trés

algarismos que ¢ divisivel, ao mesmo tempo, por 4, 8 e 12 é o niimero
120.
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Exercicio 6

Em um cesto haviam ovos. Eram mais de 50 e menos de 60.
Contando de 3 em 3, sobravam 2. Contando de 5 em 5, sobravam 4
ovos. Qual é a quantidade de ovos no cesto?
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Exercicio 6 - Solucdo

50 <x < 60 52-2=48¢e 52 -4 =48
51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59 53-2=51e53-4=49
M(3) ={..., 51, 54,57, ...} 56-2=54e 56-4=152
M(5) ={..., 55, ...} 58-2=56e58-4=54
52, 53, 56, 58, 59 59-2=57e59-4=255
Contando de 3 em 3, Eram 59 ovos.

sobravam 2. Contando de 5
em 5, sobravam 4 ovos.
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Liste todos os divisores positivos de a = 23 - 52.
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Exercicio 7 - Solucdo

Solucao. Se d é um divisor de a, entao os unicos fatores primos de d sao
2 e 5. Deste modo d = 2% - 5Y. Mais ainda, como a é um maultiplo de
d, podemos escrever a = dn, e isto implica que as poténcias x e y dos
numeros 2 e 5 na fatoracao de d devem ser menores do que ou iguais as
poténcias dos numeros 2 e 5 na fatoracao de a. Logo x < 3 ey < 2.
Portanto, x € {0,1,2,3} ey € {0,1,2}. Fazendo todas as possibilidades,

listamos todos os divisores de a, que sao:
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Exercicio 7 - Solucdo

r=0ey=0
r=0ey=1
r=0ey=2
r=ley=0
r=ley=1
r=1ley=2

R A R

d=2050=1. r=2ey=0
d=205' = 5. r=2ey=1
d=2052=25. g=2cy=2
d=2'50=2. r=3ey=0
d=2'5' = 10. r=3ey=1

d = 2! 5% = 50. r=3ey=2
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d=2%25=4.
d =225 = 20.
d = 22 5% = 100.
d=235"=8.
d = 235! = 40.
d = 23 5% = 200.
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Estudar para o proximo encontro!

Proximo encontro: 03/09, sdbado, as 08h30

Assistir as video aulas do Mdédulo Introdugao a Probabilidade:

hitp://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/veremodulo=46

« Probabilidade - Intfroducado - Parte 01

« Probabilidade - Intfroducado - Parte 02

« Probabilidade - Intfroducado - Parte 03

» Probabilidade - Probabilidade em espaco amostral finito e
equiprovavel
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