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A aritméetica dos restos

» Apostila 1: INICIACAO A ARITMETICA, de Abramo Hefez.
Secoes 4.1 a 4.4:
Congruéncias;
Critérios de multiplicidade e restos;
Congruéncias e somas;

Congruéncias e produtos.
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Congruéncias

Vamos agora introduzir a grande ideia de Gauss de desenvolver
uma aritmética dos restos da divisao por um certo niimero fixado, o

que ja foi explorado nas Segoes 2.2 e 2.3.

Definigao. Seja dado um nimero inteiro m maior do que 1. Dire-
mos que dois nimeros inteiros a e b sao congruentes modulo m se

a ¢ b possuirem mesmo resto quando divididos por m. Neste caso,

simbolizaremos ecsta situacao como segue:
a = b mod m.

Quando a e b nido sao congruentes modulo m, escreve-se

a # b mod m. ﬂﬂgp\l\_/ Fﬁ?"ﬁﬂ .



Congruéncias

Exemplos:

1) 15 =8 mod 7, pois o restos das divisoes de 15 e de 8 por 7 sdo os

mesmos (iguais a 1).

2) 27 = 32 mod 5, pois os restos das divisoes de 27 e 32 por 5 sdo os

mesmos (iguais a 2).

3) 31 # 29 mod 3, pois o resto da divisao de 31 por 3 é 1, enquanto

o resto da divisao de 29 por 3 & 2.
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Congruéncias

Demonstragdao. De fato, pelo algoritmo da divisao, podemos escrever
a—=mgq+r e b=mgy+ ry,

onde 0 < r; < me 0 < ry < m. Sem perda de generalidade, podemos
supor que vy < 3 (se o contrario ocorrer, basta trocar os papéis de

r1 e ra). Assim, podemos escrever

b—a—=m(g —q)+ro—ry.

Logo, m divide b — a se, e somente se, m divide ro — rq. Por ser
0 < r9 —ry < m, segue que m divide b— a se e somente se ro —ry — 0,

ol seja, se e somente se ro — 7. L]
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Congruéncias

Problema 4.1. Verifique se sao verdadeiras ou falsas as seguintes

afirmagoes:

35=2Tmod4; 72=32mod5; B3 =72 modb5; T8 = 33 mod 9.
Problema 4.2. Se a = b mod 4, mostre que a = b mod 2.

Problema 4.3. Mostre que 10™ = 1 mod 9, para todo niimero natu-

ral n.
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Congruéncias

Problema 4.1. Verifique se sao verdadeiras ou falsas as seguintes

afirmagoes:
3=2Tmod4; 72=32mod5b; B3 =72 mod 5; 78 = 33 mod 9.
35 por 4:resto 3; 27 por 4: resto 3 - VERDADEIRO
/2 por 5:resto 2; 32 por 5. resto 2 — VERDADEIRO

83 por 5:resto 3; 72 por 5: resto 2 - FALSO
/8 por 9: resto 6; 33 por 9: resto 6 — VERDADEIRO
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Congruéncias

Problema 4.2. Se a = b mod 4, mostre que a = b mod 2.

a=bmodd=4|b—a
=bmod4d=2x2|b—a
= 2|b—a=a=bmod?2
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Congruéncias

Problema 4.3. Mostre que 10™ = 1 mod 9, para todo niimero natu-

ral n.

10 —1=9
102 — 1 =99
10> — 1 = 999
10" =9...9

910" =1=10"=1mod 9
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Critérios de Multiplicidade e

Restos

E facil determinar o resto da divisao de um inteiro n por 2, pois

esse ¢ 0 ou 1, dependendo de n ser par ou impar.

Para facilitar a determinagao do resto da divisao de um inteiro
n por 3 ou por 9, podemos utilizar os conhecimentos ja adquiridos,

evitando o trabalho de efetuar a divisao em questao.

De fato, sabemos da Secao 2.3 que se n,...nng ¢ a escrita de n

no sistema decimal, entao
n—(ny+---+n+ng) = (10" = 1), +---+ (10 — 1)nq.

Como o segundo membro da igualdade acima é divisivel por 3 e

por 9, 0 mesmo ocorre com o primeiro membro, logo

n=(n.+---+mn +mng) mod3; e mod?9. ﬂﬂ@(p‘l\c e Clntttica
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Critérios de Multiplicidade e

Restos

Assim, pela definicao de congruéncia, temos os seguintes fatos:

O resto da divisio por 3 (respeclivamente por 9) de uwm niimero
= Ny ... N1 Ng, escrito no sistema decimal, € 1gual ao resto da divisao

por 3 (respectivamente por 9) do nimero n, + ---+ ny + ng.
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Congruéncias e Somas

Proposicao 4.2. Sejam ay, a2, by, by inteiros quaisquer e seja m um
wnteiro maior do que 1. Se a; = by mod m e ay = by mod m, entao

a) + ay = by + by mod m.

Demonstragao. De fato, como a; = by mod m e ay = by mod m, entao

m divide by — aq e divide by — as. Logo
m divide {bl - t‘h) + {:ll)g - ﬂ.g) = (b] + bg) — {:1111_ + t‘lg),

mostrando que by + by = a; + as mod m. ]

Conclui-se que as congruéncias de mesmo modulo somam-se e

subtraem-se membro a membro tal qual as igualdades.
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Congruéncias e Somas

O resto da divisao da soma a + b de dois niimeros a e b por um oulro
nimero m > 1 depende apenas dos restos da divisao de a e de b por

M € nao desses NImeros emn Si.
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Congruéncias e Produtos

Proposicao 4.3. Sejam ay,as, by, by inleiros quaisquer e seja m um
inteiro maior do que 1. Se a1 = by mod m e as = bs mod m, entao

ay X as = by x bs mod m.

Demonstracao. De fato, como a; = by mod m e as = by mod m, entao

m divide a; — by e as — by. Por outro lado, como
aq }{ﬂg—fh }{152 = aq K(ﬂ,g—f]g)—l—bg}{ (fl1 —151),

segue que m divide ay X as — by X bs, 0o que prova o resultado. []
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Congruéncias e Produtos

() resto da divisao do produto a x b de dois nimeros a e b por um
outro niumero m > 1 depende apenas dos restos da divisao de a e de

b por m e nao desses numeros em si.
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Exercicio |

Um inteiro € dito um quadrado perfeito quando ele € o quadrado de um inteiro.
Usando congruéncias, encontre os possiveis algarismos das unidades de um
quadrado perfeito.
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Exercicio 1 - Solucdo

Solucdo: Seja n = m? um quadrado perfeito, com m inteiro. Tem-se m =
0,1,2,3,4,5,6,7,8 ou9 (mod 10). Assim,
n=m?*=0,1,4,09,16,25,36,49,64 ou 81 (mod 10). Mas, 16 = 6 (mod 10),
25 =5 (mod 10), 36 = 6 (mod 10), 49 = 9 (mod 10), 64 = 4 (mod 10) e
81 =1 (mod10). Assim, n=m?*=0,1,4,560u9 (mod 10). Assim, o0s
possiveis algarismos das unidades de um quadrado perfeito sdo 0,1,4,5, 6 ou 9.



Exercicio 2

Usando congruéncias, prove que 30%° + 611°° ¢ divisivel por 31.
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Exercicio 2 - Solu¢cdo

Solucdo: Como 3077 + 611%° = (—1)"° + (=119 =
entdo 3077 + 61'°° ¢ divisivel por 31.

—1+ 1 =0 (mod 31),
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Exercicio 3

Usando congruéncias, encontre o resto da divisio do numero 101° + 101°° +

101000 4 ... 4 1(10-000.000.000 5 7.
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Exercicio 3 - Solucdo

Solucdo: Tem-se 101° =31 =(33)3.3=272-3=(-1)%-3 = -3 (mod 7),
101[}{] — (101[})10 — ( 3)1[} 310 = _3 (mod 7) 101[}{]{] — (101{]{])1[} —
(=3)10 = 310 = _3 (mod 7); em geral, 101°" = —3 (mod 7), para todo n
inteiro  positivo.  Assim, 10%° 4+ 10190 + 101990 4 ... 4 1(10-000.000.000 =
(-3)+(-3)+-+(—3)=10-(—3) = —30 =5 (mod 7) e, logo, o resto da
divisdo de 10*° + 10°° + 10°°° + ... 4 1010-090-000-000 hor 7 ¢ igual a 5.
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Exercicio 3 — Solucdo 2

(Maneira alternativa de mostrar que 10'°" = —3 (mod 7), para todo n inteiro
positivo: Seja n um inteiro positivo. Como 10" =0"=0=4(mod2) e
10" =1" =1 =4 (mod 3), entdo 10" — 4 ¢ multiplo de 2 e de 3 e, logo,
10" — 4 ¢é maltiplo de mmc(2,3) = 6, ou seja, 10" =4 (mod 6), isto é,
10" = 6q + 4, para algum inteiro g. Assim, 101" = 10%9+* = (105)7 - 10* =
(39)7-3*=((3)")7-81=(27)7-81 = ((-1DH)?-(-3)=1-(-3) =

—3 (mod 7)).



Exercicio 4

Sejam a e b dois nimeros inteiros cujos restos da
divisao por 7 sao respectivamente 6 e 2. Determine os restos da divisao

dea+ba—bedeb—apor7

SUGESTAO: Para o altimo resto, observe que —4 = 3 mod 7.
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Exercicio 4 - Solucdo

a por [ :resto 0
b por 7 : resto 2
a+b=64+2 mod7=1
a—b=6—-—2 mod7=4
b—a=2—6 mod7=3
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Sejam a e b dois niimeros inteiros cujos restos da

divisao por 7 sao respectivamente 6 e 2. Determine o resto da divisao

de a x b por T.
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Exercicio 5 - Solucdo

a por 7 :resto 6

b por 7 : resto 2
axXxb=06x2 mod7=>5
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Exercicio 6

Sejam a,b,¢c e m nimeros inteiros e com
m > 1. Mostre que se a x ¢ = b x ¢ mod m e se mdc(e,m) = 1, entao

a = b mod m.
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Exercicio 6 - Solucdo

Seaxc=0bxcmodm
=m|bxc — axc
=m | c¢(b—a)

= 1)m|c,2)m|b — a

C'omo mdc(c,m) =1, ctm
= Sem |b — a

= a = b mod m
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Estudar para o proximo encontro!

Proximo encontro: 04/11, sexta, as 20h

Modulo: “Principios Bdsicos de Contfagem”
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/veremodulo=15
Videoavulas: “Permutacdo com Repeticdo” e “Exercicios de
Permutacdo com Repeticdo”.

Modulo: “Métodos Sofisticados de Contagem”
http://matematica.obmep.org.br/index.php/modulo/veregmodulo=16
Videoaulas: “Permutacdo Circular”, “Exercicios sobre Permutacdo
Circular - Parte 1", "Exercicios sobre Permutacdo Circular — Parte 2",
“Exercicios sobre Permutacdo Circular — Parte 3", “Exercicios sobre
Permutacdo Circular — Parte 4", “Exercicios de Combinacdo e
Permutacdo Circular — Parte 1" e “Exercicios de Combinacdo e
Permutacado Circular — Parte 2".
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