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Critérios de Congruéncia de triingulos

Dois tridngulos sao congruentes se seus lados e seus angulos sao iguais,
isto é, de mesma medida.

Casos de Congruéncia de triangulos:

12 Caso: LAL: neste caso teremos dois lados congruentes e o angulo
formado por eles também sera congruente.

22 Caso: LLL: aqui os trés lados sao congruentes.

32 Caso: ALA: temos dois angulos congruentes e o lado compreendido
entre eles é congruente.

42 Caso: LAAo: um lado congruente, um angulo adjacente e o angulo
oposto a esse lado é congruente.
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1. (Circulo Matematico Moscou — pag.18, Problema
8.9) Existem triangulos que podem ser divididos em:

a) Trés triangulos congruentes;

b) Quatro triangulos congruentes;

c) Cinco triangulos congruentes.
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a) Observe que ao tracarmos as bissetrizes de um triangulo equilatero,
o ponto de encontro (incentro) formara 3 triangulos de mesma base e
mesmos lados, isto é, congruentes.
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b) Observe que ao encontrarmos os pontos médios de um tridngulo
equilatero podemos formar 4 triangulos de lados iguais, isto é,
congruentes.
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c) Observe que neste caso, temos 5 tridangulos de lados congruentes.
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2. (Portal da Matematica, Congruéncia de Triangulos
e Aplicacoes, Exercicio 1) Dados quatro pontos
distintos A, B, C e D, todos sobre uma mesma reta
como indica a figura abaixo, determine o numero de
segmentos distintos que podem ser formados com
vértices em tais pontos.

A B C

O
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Observe que temos os seguintes segmentos:

A B C
‘e

O

AB,AC,AD,BC,BD e CD

[sto €, podemos formar 6 segmentos.
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3. (Portal da Matematica, Congruéncia de
Triangulos e Aplicac¢oes, Exercicio 2) Usando o
compasso, determine na figura abaixo quais
segmentos sao congruentes.

| B F K L
H
C E
. \D
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A unica forma de resolver este exercicio é utilizando compasso e régua.

N

Assim temos,

| B F K L
r——e
H
C £

I] =KL
GH = FE
e AB =CD
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4. (Portal da Matematica, Congruéncia de
Tridngulos e AplicacOes, Exercicio 5) Abaixo estao
representados cinco pontos distintos sobre uma
mesma reta. Quantas semirretas possuem origem

em algum desses cinco pontos e nao contém o
vértice B?
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Com a excecao do ponto B, por qualquer um dos outros pontos, existe
exatamente uma semirreta que satisfaz a condicao do enunciado.

A C D E
- e e * ® .
«<——] | =
| =

Portanto, existem 4 semirretas.
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5. (Portal da Matematica, Congruéncia de
Tridngulos e Aplicag¢Oes, Exercicio 8) Existem quatro
pontos consecutivos A, B, C e D sobre uma reta. Se
AD = 2BCeAB + CD = 20, determine o valor
de AD.
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>) A B C D
— & & 8
Temos
AB +CD =20 (1)
Observe que
AD=AB+BC+CD(T3AD=BC+20 (2)
Como AD = 2BC (3)

[gualando as equacgdes (2) e (3), temos:
2BC = BC + 20 = 2BC — BC =20

= BC = 20

Logo,
AD =2-20 =140
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6. (Portal da Matematica, Congruéncia de Triangulos
e Aplicagoes, Exercicio 9) Seja M o ponto médio de
AB.Se AM = 7x — 1eMB = x + 11, encontreo
valor de x.




,  Programa de

1’ - “;Iniciag&o Cientifica
T P da OBMEP

........

6)
Como M é ponto médio, temos que AM = MB.

A M

> -

[sto é,

7x —1=x + 11>
>7x—x=114+1=>

>6x=12>=>

12
= = —
Y76

>x =2
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7. (Portal da Matematica, Congruéncia de Triangulos
e Aplicacoes, Exercicio 14) No desenho abaixo, Cé o
ponto médio de AB e E € o ponto médio de CD.
Sabendo que AB + ED — AC = 30cm, determine
o comprimento de AE.

*
®
¢ 3
¢ =
-
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Como C € ponto médio de AB, entao AC = CB, e ainda, AB = 2AC (1)
Como E € ponto médio de CD, entao CE = ED (2)
Temos

AB + ED — AC = 30cm=>
aZAC+ED—AC=300m:>

(=2:5AC + CE = 30cm
Observe que CE = CB + BE
Entao,

AC + CB + BE = 30cm
[sto é, AE = 30cm




..........

.............

- Programa de
7 Iniciag@o Cientifica
>/~ da OBMEP

8. (OBMEP - Banco de Questoes 2016 Exercicio 24,
pag.19) A figura a seguir mostra uma “escadinha”
formada por dois quadrados, um de lado 8cm e um de
lado 6cm. A tarefa é cortar a figura em trés pedacos e
reagrupa-los para formar um quadrado sem buracos.

S

et




- Programa de
7 Iniciag@o Cientifica
>/~ da OBMEP

a) Qual o lado do quadrado que devera ser formado
no final?

b) Utilizando apenas um lapis, uma régua de 20cm,
com marcacdes de 1cm em 1cm, e uma tesoura que
corta apenas seguindo uma linha reta, mostre como
realizar a tarefa desejada.
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a) Como o quadrado nao deve ter buracos, a area final deve ser igual a
area original. Se chamarmos de L o lado do quadrado, temos:

[* = 8% +6°
[* = 64+ 36
L* = 100

L = 10

10 cm
Acm
b
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b) Pelo Teorema de Pitagoras, 8, 6 e 10 sdao lados de um triangulo
retangulo, pois

82 + 62 = 107

Tomando o lado maior da figura, que possui comprimento 8 + 6 =
14, marque o ponto R que o divide em pedacos de tamanhos 6 e 8.

[+

R 10em

Gt

Geere R Sern
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Trace os segmentos deste ponto para os extremos opostos esquerdo e
direito, denotados por P e Q, como na figura a seguir.

Usando o Teorema de Pitagoras, temos PR = QR = 10.

Estes segmentos separam a figura nos pedacos A, B e C.

Os pedacgos A e C sao triangulos congruentes e, usando as somas de
seus angulos internos, podemos concluir que PRQ = 90°.

Scht 10cm

G

Gerie R Bem
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Com a tesoura, a figura é separada nos pedacos A, B e C. Em seguida,
eles sao realocados para formar o quadrado de lado 10 da figura a
seguir:

1lkern i
G

Gt

10w

| LA
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9. (OBMEP - Banco de Questoes 2015 Exercicio 27,

pag.56) Segmentos perpendiculares Na figura abaixo,
ABCD € um quadrado e os pontos K, L e M estao
sobre os lados AB, BC e CD de modo que AKLM é um
triangulo isosceles retangulo em L. Prove que AL e DK
sao perpendiculares.

L C
-
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9) Observe que < BLK =90° —«a e B L_ C

< LMC = 90 — qa, isto ¢, sdo iguais.
Logo, 34
< BLK =< LMC
AKLB = ALMC KL = LM
< LBK =< MCL K
pelo caso de congruéncia ALA.
Assim, BL = CM e BK = LC (%) B
Temos, A D
AB = AK + BK ,
{BC — BL 4+ LC Como ABCD é um quadrado, temos que seus lados

sao de mesma medida, isto é, AB = BC

Logo,
AK + BK = BL + JC = AK = BL
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Agora observe os triangulos ABL e KAD

Temos,

AB = AD B
AABL = AKAD i< ABL =< KAD

BL = AK

Pelo caso de congruéncia LAL
Consequentemente,
< BAL =< ADK =f
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Transladando as retas AL e DK

Para o canto direito do quadrado K

Observe que tal segmento é

Complementar; isto €,

A

A soma de seus angulos € 90°.
Portanto,

os segmentos AL e DK sao Perpendiculares.
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10. (Banco de Questoes 2016, exercicio 27) No
paralelogramo ABCD de area 1, os pontos P, Q e R,
nesta ordem, dividem a diagonal AC em quatro
partes iguais. Qual é a area do triangulo DPQ?
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10) Seja ABCD um paralelogramo qualquer com diagonal AC.
Observe que a diagonal AC

divide a area do paralelogramo

A B
P
ao meio, isto é, 0
[ABCD] _ 1 _ 05 R
2 2
EcomoP, Q eR, dividem a D C

diagonal AC em 4 partes iguais

Teremos 4 triangulos de mesma area. Isto &,

|IDPQ] = %[ADC] = [DPQ] =

Ao =

1—0125
8_ )

N[ =
e
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11. (OBMEP 2016 — Q6N2 22 fase) Ana quer dividir
guadrilateros em quatro triangulos de mesma area.

a) A diagonal AC divide o quadrilatero ABCD da figura
em dois triangulos de mesma area. Ana sabe que
existe um ponto P nessa diagonal tal que os
triangulos PAB, PBC, PCD e PDA tém a mesma area.
Localize o ponto P na diagonal AC. Justifique sua
resposta. 4




b) Ana desenhou um trapézio EFGH, de bases EF = a
e GH=Db, coma > b ealtura h, como na figura. Em
seguida, ela escolheu um ponto P tal que os
triangulos PEF e PGH tivessem a mesma area.
Expresse a area desses triangulos em termos de a, b

e h. P ‘ = G

E |= - F




c) Expligue por gue Ana nunca conseguira escolher
um ponto P no interior do trapézio EFGH do item

anterior tal que os quatro triangulos PEF, PFG, PGH e
PHE tenham todos a mesma area.
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a) Observe que para os 4

triangulos terem a mesma area,
é preciso que tenham a mesma
base e mesma altura.

Observe que sendo P o ponto

Medio da diagonal AC temos que
os segmentos AP = P(C sao as
bases dos 4 triangulos.

E como a diagonal AC divide o quadrilatero em 2 triangulos de mesma
area, sabemos que AABC e AADC possuem a mesma altura h.

Logo, h é altura dos 4 triangulos.

Portanto P € ponto médio da diagonal AC.



b) Sejam x e y as altura dos triangulos

PGH e PEF, respectivamente.
Observe que
h=x+y
E y=h-—x.
Assim,

[PGH] == e [PEF] = 2%

Como as areas dos triangulos sao iguais

femos,

bx a(h—x)
2 2

= (a+b)x=ah=> x=

H| b |G
A-k-— -

= bx =ah—ax=>ax + bx = ah

ah
a+b
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Portanto, podemos representar as areas destes tridngulos como:

ah B abh
(a+b) 2(a+Db)

[PGH] = [PEF] = %x = g
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c) Se P esta no interior do trapézio do item anterior, entdo a soma das
areas dos quatro triangulos PEF, PFG, PGH e PHE ¢ igual a area do
trapezio. Temos,

(a+b)h
2

se as areas daqueles quatro triangulos sao iguais, entdao cada um deles
tem area igual

[EFGH] =

1 (a+bh (a+b)h
4 2 8
Mas pelo item anterior;

abh  (a+b)h
2(a+b) 8
& (a+ b)*=4ab<a’ + 2ab + b?> —4ab =0

[PGH] = [PEF] =

oa?—-2ab+b>’=0(@—-b)>=0a=0>
Mas pelo enunciado temos que a > b. Logo, ndo existe um ponto P no

interior do trapézio EFGH tal que os quatro triangulos PEF, PFG, PGH e
PHE tém a mesma area.



