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Sea<bec>0,entdo ¢ X a < c X b.

Problema 3.6. Mostre com um exemplo que em Z nao vale a pro-

priedade:
Se a < b, entao a x ¢ < b x ¢, qualquer que seja c.
Nem a sua reciproca:

Se a X ¢ < b X ¢, entdo a < b, qualquer que seja c.

3.2 Multiplos Inteiros de um Ntimero

Dado um inteiro a, consideremos o conjunto dos miiltiplos inteiros
de a:
aZ ={ax d; d € Z}.

Problema 3.7. Mostre que os multiplos inteiros de um elemento a

possuem as seguintes propriedades:

(1) 0 é multiplo de a.

(ii) Se m é um multiplo de a, entdo —m é multiplo de a.
(iii) Um mualtiplo de um multiplo de a é um multiplo de a.

(iv) Se m e m' sao multiplos de a, entao m+m' e m —m’ sdo também

miultiplos de a.
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(v) Se m e m’ sdo multiplos de a, entdo e x m + f x m’ é multiplo
de a, quaisquer que sejam os inteiros e e f (note que (iv) é um caso

particular da presente propriedade).

(vi) Se m+m’ ou m —m’ é multiplo de a e m ¢ multiplo de a, entao

m’ é multiplo de a.

O mesmo resultado vale para os miltiplos comuns de dois inteiros

a e b. De fato, o seguinte problema lida com esta situagao.

Problema 3.8. Mostre que os miltiplos inteiros comuns de dois ele-

mentos a e b possuem as seguintes propriedades:
(i) 0 & multiplo comum de a e b.

(i) Se m ¢ um multiplo comum de a e b, entdo —m ¢ multiplo comum
de aeb.

(iii) Um multiplo de um mualtiplo comum de a e b é um miltiplo

comum de a e b.

(iv) Se m e m' sao multiplos comuns de a e b, entdao m+m' e m —m/

sao também multiplos comuns de a e b.

(v) Se m e m' sao miltiplos comuns de a e b, entao e X m + f x m’ ¢
multiplo comum de a e b, quaisquer que sejam os inteiros e e f (note

que (iv) é um caso particular da presente propriedade).

(vi) Se m +m’' ou m —m’ é miltiplo comum de a e b e m é miltiplo

comum de a e b, entao m’ é multiplo comum de a e b.

Vimos que dois ntimeros naturais a e b possuem sempre um mimc

que é um numero natural. Se um dos ntumeros a ou b é nulo e o outro
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é um inteiro qualquer, entao esses ntmeros s6 admitem o zero como
mualtiplo comum (justifique), que serd chamado do minimo multiplo
comum (mmc) de a e b. Se a e b sdo ambos nao nulos, mesmo que
nao sejam ambos positivos, entao define-se o minimo miltiplo comum
(mmc) de a e b como sendo o menor multiplo comum positivo; ou seja,

o menor elemento positivo do conjunto

aZ N bZ.

Problema 3.9. Suponha que os nimeros 216 e 144 sejam multi-
plos comuns de um determinado par de ntimeros a e b. Mostre que
mmc(a,b) < 72.

SUGESTAO: Utilize a propriedade (iv) do Problema 3.8.

3.3 Divisores

Nesta secao olharemos a nocao de miltiplo sob outro ponto de

vista.

Definicao. Diremos que um numero inteiro d é um divisor de outro
inteiro a, se a é multiplo de d; ou seja, se a = d X ¢, para algum inteiro

C.

Quando a é miultiplo de d dizemos também que a é divisivel por

d ou que d divide a.

Representaremos o fato de um niimero d ser divisor de um ntmero

a, ou d dividir a, pelo simbolo d | a. Caso d nao divida a, escrevemos

dta.
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