Capitulo 2

Representacao dos Naturais

2.1 O Sistema Decimal

Os nimeros naturais foram representados ao longo da histéria de
varios modos distintos. O modo universalmente utilizado na atuali-
dade é a representacao decimal posicional. Esse sistema, variante do
sistema sexagesimal utilizado pelos babilonios hé cerca de 1700 anos
antes de Cristo, foi desenvolvido na China e na India. Nesse sistema,
todo ntimero natural é representado por uma sequéncia formada pelos
algarismos

0, 1,2, 3,4,5 6,7 8 09.

Por serem 10 esses algarismos, o sistema é chamado de decimal.
O sistema é também dito posicional, pois cada algarismo, além de seu
valor intrinseco, possui um peso que lhe é atribuido em funcao de sua

posicao dentro da sequéncia. Esse peso ¢ uma poténcia de 10 ¢ varia
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24 B CAP. 2: REPRESENTACAO DOS NATURAIS

do seguinte modo:

O algarismo da extrema direita tem peso 10° = 1; o seguinte,
sempre da direita para a esquerda, tem peso 10" = 10; o seguinte tem
peso 10?2 = 100; o seguinte tem peso 103 = 1000 etc.

Assim, o namero 1458, no sistema decimal representa o nimero

1x10°4+4x10>+5x 10+ 8.

Os zeros 4 esquerda em um namero sao irrelevantes, pois por exem-

plo,

0231 =0x 10°+2x10°+3x10+1=2x102+3 x 10+ 1 = 231.

Cada algarismo de um namero possui uma ordem, contada da
direita para a esquerda. Assim, no exemplo acima, o 8 é de primeira
ordem, o 5 de segunda ordem, o 4 de terceira ordem e o 1 de quarta

ordem.

Cada trés ordens, também contadas da direita para a esquerda,
constituem uma classe. As classes sdo usualmente separadas por um
ponto. A seguir, damos os nomes das primeiras classes e ordens:
unidades 12 ordem
Classe das Unidades dezenas 22 ordem

centenas 32 ordem

unidades de milhar 42 ordem
Classe do Milhar dezenas de milhar 52 ordem

centenas de milhar 62 ordem
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A SEC. 2.1: O SISTEMA DECIMAL 25

unidades de milhao 72 ordem
Classe do Milhao dezenas de milhdo 8% ordem

centenas de milhdo 92 ordem

Problema 2.1. Determine a soma de todos os miltiplos de 6 que se

escrevem no sistema decimal com dois algarismos.

Problema 2.2. Fixe trés algarismos distintos e diferentes de zero.
Forme os seis nimeros com dois algarismos distintos tomados dentre
os algarismos fixados. Mostre que a soma desses nameros é igual a 22

vezes a soma dos trés algarismos fixados.

Problema 2.3. Nos tempos de seus avos nao existiam as calculadoras
eletronicas e por isso eram ensinadas varias regras de calculo mental.

Uma delas era a seguinte:

Seja a um numero natural cujo algarismo da unidade é b5,
ou scja, a = 10¢ + 5, com ¢ um namero natural. Mostre que
a? = 100q(q + 1) + 25. Com isto, ache uma regra para calcular
mentalmente o quadrado de a. Aplique a sua regra para calcular os
quadrados dos nimeros; 15, 25, 35, 45, 55, 65, 75, 85, 95, 105
e 205.

Problema 2.4. Qual é o menor ntumero de dois algarismos? E qual
é¢ o maior? Quantos sdo os numeros de dois algarismos? Quantos

algarismos precisa-se para escrevé-los?

Problema 2.5. Quantos algarismos sao usados para numerar um

livro de 300 paginas? Quantas vezes usa-se cada algarismo?

Curiosidade. Existe uma formula interessante para descrever o nu-

mero Q(z) de algarismos necessarios para escrever todos os nameros
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26 B CAP. 2: REPRESENTACAO DOS NATURAIS

naturais de 0 a x, no sistema decimal:
Q(x) = n(z+1) — (10" + - +10),

onde n é o ntmero de algarismos de = (cf. Revista do Professor de
Matemdtica, n. 5, p. 32).

Utilize esta férmula para conferir a sua resposta ao Problema 2.5.

2.2 Critérios de Multiplicidade de 2, 5 e 10

Critérios de multiplicidade sao alguma regras praticas para decidir
se um dado nimero é miltiplo de algum outro prefixado.

A seguir, veremos alguns desses critérios.

Seja dado um nimero n escrito no sistema decimal como

n=mn, --ning=n10" + - +n710 + ng.

Podemos entao escrever
n = (10" 4 - 4 n1)10 + ny,

onde ng é o algarismo das unidades de n.

Reciprocamente, se n é da forma n = 10m + ng, onde ng é um dos

algarismos de 0 a 9, entao ng é o algarismo das unidades de n.

Problema 2.6. Mostre que o algarismo das unidades de um quadrado

perfeito, isto ¢, um namero da forma a?, onde a ¢ um ntmero natural,
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s6 pode ser 0, 1,4, 5, 6 ou 9.
Critério de multiplicidade de 2.

Inicialmente, consideremos a tabela:

2x0=0 2x5=10=10+0
2x1=2 2x6=12=10+4+2
2x2=4 2x7=14=10+4
2x3=6 2x8=16=10+6
2x4=28 2x9=18=10+8

Note que todo ntimero acima é um multiplo de 10 somado com

um dos nameros: 0, 2, 4, 6, ou &.

Suponha agora que um dado nimero natural n seja par, ou seja,
n = 2m, onde m é um nGmero natural. Escrevendo m da forma

m’10 + mg, onde mg é o algarismo das unidades de m, temos

n = 2(m'10 + mg) = 2m'10 + 2my.

Sendo 2mg um dos ntmeros da tabela, temos que ele ¢ um mil-
tiplo de 10 somado com um dos ntmeros: 0, 2, 4, 6, ou 8. Logo,
n = 2m’10 + 2mg ¢ um multiplo de 10 somado com um dos niimeros:
0, 2, 4, 6, ou 8, e, portanto, o seu algarismo das unidades é 0, 2, 4, 6,

ou 8.

Problema 2.7. Mostre a reciproca do que provamos acima, ou scja,
mostre que é par um ndmero cujo algarismo das unidades é um dos

algarismos 0, 2, 4, 6 ou 8.



28 B CAP. 2: REPRESENTACAO DOS NATURAIS

Juntando essas informagoes temos o seguinte resultado:

Teorema (Critério de Multiplicidade de 2)

Um nimero é mailtiplo de 2 se, e somente se, o seu algarismo das

unidades € par.
Critério de multiplicidade de 5 e de 10.

Seja n um namero natural escrito na forma n = 10m + ng, onde
ng € o algarismo das unidades de n. Como 10m é miltiplo de 5 e de
10, temos que n é miltiplo de 5 ou de 10 se, e somente se, ng é mil-
tiplo de 5 ou de 10, respectivamente (cf. Problema 1.21). Isto ocorre
se, e somente se, ng = 0 ou ng = 5, no primeiro caso; e ng = 0, no

segundo. Assim, provamos o seguinte resultado:

Teorema (Critério de Multiplicidade de 5 ou de 10)

Um numero € maltiplo de 5 se, e somente se, o seu algarismo das
unidades for 0 ou 5. Um nidmero é miltiplo de 10 se, e somente se,

o0 seu algarismo das unidades for Q.

Problema 2.8. Determine se é multiplo de 2, de 5 ou de 10 cada

nimero a seguir:

17, 22, 25, 28, 30, 35420, 523475.

Problema 2.9. Com a informagao de que 100 é multiplo de 4 e de
25, voceé seria capaz de achar um critério de multiplicidade de 4 ou de
257

SUGESTAO: Note que um ntmero n = n, ---nsning pode ser escrito

na forma n = n, ---ng x 100 + ning.

¥
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Problema 2.10. Com a informacado de que 1000 é multiplo de 8
(respectivamente de 125), vocé seria capaz de achar um critério de
multiplicidade de 87 (respectivamente de 1257)
SUGESTAO: Note que um ntmero n = n, - - - ngnaoning pode ser escrito
na forma n = n, ---ng x 1000 + naning.
2.3 Critérios de Multiplicidade de 9 e de 3
Inicialmente note os seguintes fatos:
10-1=9=1x09,
102-1=100-1=99 =11 x 9,
103 —1=1.000 — 1 = 999 = 111 x 9,
101 —1=10000—1=19999 = 1111 x 9.
Em geral, para n um ntmero natural ndo nulo, temos
10" —1=11---1x9.
—
n vezes
Portanto, todos os ntmeros da forma 10" — 1 sdo miultiplos de 9
e também de 3, jA que 9 ¢é miltiplo de 3.
Seja dado agora um nimero n escrito no sistema decimal como
n=mn;--nng=mn.10"+ -+ +n110 + ng.
Subtraiamos a soma n,+- - -+nj+ng, dos algarismos que compoem
@
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30 B CAP. 2: REPRESENTACAO DOS NATURAIS

o namero n, de ambos os lados da igualdade acima:

n—my+---+n+n) = n 10" —ny+---+n110 —ng +nog —no
(10" = )np + -+ (10 = 1)ny.

Note agora que a tltima expressao é sempre miltiplo de 9 (logo, de
3). Portanto, pelo Problema 1.21, temos que n é multiplo de 9 ou de
3 se, e somente se, o nimero n, + - - - + n1 + ng € multiplo de 9 ou de

3. Assim, obtemos o seguinte resultado:

Teorema (Critério de Multiplicidade de 9 ou de 3)

Um numeron = n, ---ning € maultiplo de 9 ou de 3 se, e somente se,

o numero n.+- - -+ny+ng for miltiplo de 9 ou de 3, respectivamente.

O teorema acima reduz o problema de saber se um dado ntmero é
multiplo de 9 ou de 3 ao problema de saber se um outro nimero obtido
a partir desse é multiplo de 9 ou de 3. O que ganhamos com isto?
Bem, o ntamero n, + - - - + nq + ng é consideravelmente menor do que
n e se ele ainda for grande podemos aplicar o teorema a ele obtendo
um namero ainda menor e assim, sucessivamente, até encontrar um

numero para o qual seja facil decidir se é multiplo de 9 ou de 3.

Por exemplo, dado o nimero 257985921, somando os seus alga-
rismos obtemos 24+ 54+74+94+84+5+9+ 2+ 1 = 48. Repetindo o
mesmo procedimento para o ndmero 48, obtemos 4 + 8 = 12, o qual
é multiplo de 3 mas nao de 9. Logo, o niimero dado inicialmente é

miltiplo de 3, mas nao multiplo de 9.

Problema 2.11. Determine se é maltiplo de 3 ou de 9 cada um dos
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nimeros a seguir:

108, 111, 225, 328, 930, 35424, 523 476.

2.4 Numeros Primos

Os nuimeros primos sdo nimeros especiais que desempenham um
papel importante dentro da teoria e entre outras coisas os seus pro-
dutos representam todos os niimeros naturais, como veremos ainda

nesta segao.

Definigao. Um numero natural diferente de 0 e de 1 e que é apenas
miltiplo de 1 e de si proprio é chamado de nimero primo. Um ntmero

diferente de 0 e de 1 que nao é primo é chamado de nimero composto.

Por exemplo, 2, 3, 5 e 7 sao niimeros primos, enquanto 4, 6 e 8

sdo nimeros compostos, por serem multiplos de 2.

Mais geralmente, todo niimero par maior do que 2 néo é primo,

ou seja, é composto (justifique).

Note que a definigdo acima nao classifica os ntimeros 0 e 1 nem
como primos nem como compostos. Exceto esses dois ntimeros, todo

nimero natural ou é primo ou é composto.

Problema 2.12. Diga quais dos seguintes ntimeros sao primos e quais

sao compostos:

9,10,11,12,13,15,17,21,23, 47, 49.

Certamente, os ntmeros compostos sao em namero infinito, pois
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