Area: conceito e areas do quadrado e do retangulo

Dada uma figura no plano, vamos definir a area desta figuracomo o resultado
da comparacao da figura dada como uma certa unidade de medida. No caso do
conceito de drea de figuras planas, a unidade de medida utilizada é um quadrado
de lado 1(uma unidade de comprimento). Assim um quadrado de lado 1 tem,
por defini¢cao, uma unidade de area.

E muito provavel que vocé ja tenha aprendido que a area de um quadrado
de lado [ é igual a I? e que a drea de um retangulo de base b e altura h é igual
ao produto bh da base pela altura. Nesta se¢ao pretendemos dar sentido a es-
tas expressoes, mostrando como podem ser calculadas as dreas de quadrados
e retangulos em que os lados sao dados por numeros naturais e por numeros
racionais.

A figura a seguir mostra, respectivamente, quadrados de lado 1, lado 2 e
lado 3. Por defini¢ao o quadrado de lado 1 tem uma unidade de drea. Como o
quadrado de lado 2 pode ser dividido em 4 quadrados de lado 1, dizemos que o
quadrado de lado 2 tem &area igual a 4. Do mesmo modo, como o quadrado de
lado 3 pode ser dividido em 9 quadrados de lado 1, dizemos que o quadrado de
lado 3 tem &area igual a 9.

Generalizando, se um quadrado tem lado n, em que n é um nitmero in-
teiro positivo, entdo sua drea é igual a n2, pois dentro deste quadrado cabem
exatamente n? quadrados de lado 1. Observe que neste célculo utilizamos intu-
itivamente as seguintes propriedades do conceito de area:

e Figuras iguais possuem a mesma area.

e Se uma figura estd dividida em duas figuras disjuntas, entdo a soma das
areas dessas duas figuras menores é igual & area da figura total.

Vejamos agora como calcular a area de um retangulo cujos lados sao numeros
inteiros. Por exemplo, o retangulo 1 x n deve ter area n, pois ele é formado por
n quadrados unitarios. O retangulo 2 x n é formado por dois retangulos 1 x n.
Assim sua drea é 2n. Procedendo desta forma, podemos chegar na expressao
nm para a area do retangulo n x m. Exemplificando,o retangulo 3 x 4 da figura
a seguir tem &rea igual a 3 x 4 = 12, pois ele é formado por 12 quadrados
unitdrios, ou por 3 retdngulos 1 x 4 (trés faixas horizontais).

Antes de continuar vale a pena observar que a expressao n? para a area de
um quadrado de lado n é um caso particular da expressao nm da area de um



retangulo n X m, pois, quando n = m, este retangulo também é um quadrado.

Até agora vimos que, através de uma simples contagem,é possivel calcular
as areas de quadrados e retangulos cujos comprimentos dos lados sao ntimeros
inteiros. Mas e quando estes lados nao sao nimeros inteiros, como calcular as
dreas destas figuras? Bom, afirmamos que a expressio n? para a area de um
quadrado de lado n e a expressao nm para a area de um retangulo de base n e
altura m continuam validas mesmo quando n e m nao sao ntimeros inteiros. Em
vez de apresentar uma demonstracio abstrata deste fato, vamos estudar comon
ele pode ser verificado em alguns exemplos.

Por exemplo, na figura a seguir vemos que juntando 4 quadradinhos de lado

1
— obtemos um quadrado de lado 1 (nossa unidade de drea). Isto significa que a

1 1
area do quadradinho de lado = é igual a — da drea do quadrado de lado 1. Como

o quadrado de lado 1 tem area igual a 1, concluimos que a area do quadrado de

lado = 6 igual a = = ()2,
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Vejamos, agora, como podemos determinar a area do quadrado de lado 3=

1,5. Na figura a seguir, vemos que juntando 4 quadradinhos de lado 1, 5 obtemos
um quadrado de lado 3. Isto nos diz que a area do quadrado de lado 1,5 é

1
igual a 1 da area do quadrado de lado 3. Como o quadrado de lado 3 tem

area igual a 32 = 9, concluimos que o quadradode lado 1,5 tem &rea igual a

19 1,
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Como ultimo exemplo, vejamos como determinar a drea do quadrado de lado
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Para obter este quadrado, podemos dividir cada lado de um quadrado de
lado 2 em trés partes, dividindo assim o quadrado de lado 2 em 9 quadrados de

2
1ad0§ (veja a figura a seguir). Esta divisdonos mostra que a drea do quadrado
2 1
de lado 3 é igual a 3 da area do quadrado de lado 2. Como o quadrado de lado

2
2 tem &rea igual a 4, concluimos que o quadrado de lado 3 tem Aarea igual a
1 4 2
X 4 = =
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Resumindo os cédlculos destes trés exemplos:

1 1 1
e O quadrado de lado - tem &rea igual ay = (5)2
3 L 9 3,
e O quadrado de lado 3 tem area igual a 1 (5) .
3 L 9 3,
e O quadrado de lado 3 tem area igual a 1= (5) .

Generalizando, é possivel demonstrar que adrea do quadrado de lado z é

igual a 22, para qualquer que seja o ntimero z. E pararetangulos também pode-
mos demonstrar que para quaisquer x ey, a area do retAngulo de base x e altura
y é igual a xy. Portanto, tanto para quadrados quanto para retangulos a area é
dada pelo 2p7"0dut0 da base pela altura”.
Antes de apresentar exemplos, lembre-se de que o perimetro de um quadrilatero
é a soma dos comprimentos dos seus quatro lados. Deste modo, se um retangulo
tem lados = e y, entao o seu perimetro éigual a 2z + 2y, enquanto que a sua area
é xy. Pelas préprias definicoes vemos que area e perimetro sao grandezas de
natureza diferentes e que nao podem ser confundidas. A area mede a porcao do
plano que é ocupada pela figura e o perimetro mede o comprimento do seu con-
torno. Além disso, como exemplificado logo a seguir existem retangulos de areas
iguais, mas com perimetros diferentes e, reciprocamente, existem retangulos com
perimetros iguais, mas com &reas diferentes.

e A figura a seguir ilustra dois retangulos de mesma drea, mas de perimetros
diferentes. O retangulo2 x 6 tem perimetro 16 enquanto que o retangulo
3 X 4 tem perimetro 14, apesar de estes dois retangulos possuirem areas
iguais a 12.



e Por outro lado, a figura a seguir ilustra dois retdngulos com mesmo perimetro,

mas de areas diferentes. O retdngulo 3 X 6 tem &drea 18 enquanto o
retangulo 4 x 5 tem area 20, apesar de estes dois retangulos possuirem
perimetros iguais a 18.

A area do triangulo retangulo

Um tridgulo retangulo de base b e de altura h é a metade de um retangulo de
base b e de altura h. Como a drea de um retangulo é igual ao produto da base
pela altura, segue que a area de um tridangulo retangulo é igual a metade da
base vezes a altura, ou seja, a area do triangulo retangulo de base b e altura h

é dada pela expressao Eh

A area do paralelogramo

Sabemos que um paralelogramo é um quadrilatero com pares de lados opos-
tos paralelos e de mesmo comprimento. A distancia h entre dois lados opostos
de um paralelogramo é chamada de altura em relagao a estes lados, enquanto
que estes dois lados sao chamados de bases do paralelogramo. Quando um seg-
mento h perpendicular a uma base do paralelogramo intersecta a base oposta,
a sequéncia de figuras a seguir ilustra como, nestes casos, um paralelogramo
de base b e altura h pode ser transformado, sem alterar a sua area, em um
retangulo também de base b e altura h. Como a drea do retangulo é bh vemos
que a area do paralelogramo também é dada por esta expressao.
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Agora, de modo geral, considere um paralelogramo qualquer de base b e de
altura h. Adicionando ao paralelogramo dois triangulos retangulos iguais, como
indicado na figura a seguir, formamos um retangulo de baseb + = e de altura h.
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Portanto, para obter a drea do paralelogramo, podemos subtrair da area do
retangulo de base b + = e altura h as dreas dos dois triangulos retangulos de
base z e altura h. Logo a drea do paralelogramo é dada por

xzh zh xh zh
b h—— ——=0bh h—— — — = bh.
(b+x) 5 5 +z 5 5
Assim, para quaisquer paralelogramos e retangulos, suas dreas sao calculadas

pela mesma expressao base vezes altura’.

Como a area de um paralelogramo é o produto da base vezes a altura, to-
dos os paralelogramos de mesma base e mesma altura possuem &dreas iguais. A
figura a seguir ilustra, entdo, um retangulo e um paralelogramo com &reas iguais.




Area de um triangulo qualquer

Considere um triangulo qualquer ABC. Seja b o comprimento do seu lado
AC. A altura do tridngulo em relacdo a base AC é o segmento que passa pelo
vértice B e é perpendicular a reta AC. Seja h o comprimento desta altura.

Nas figuras a seguir vemos que com duas copias de um triangulo de base b
e altura h podemos montar um paralelogramo de base b e altura h. Assim o
paralelogramo tem o dobro da area do triangulo. Como a area do paralelogramo
é base vezes altura,a area do tridngulo deve ser base wvezes altura dividido por
dois, uma vez que o triangulo tem metade da area do paralelogramo. Deste

h
modo,a area do triangulo de base b e altura h é X .
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Da expressao da area de um triangulo segue que se dois triangulos possuem
a mesma base e a mesma altura, entao eles possuem a mesma &area. Na figura
a seguir, se as retas sao paralelas, vemos tridangulos diferentes, mas com areas
iguais.

A area do trapézio

Considere um trapézio de lados paralelos de comprimentos b e B. Estes
lados sao chamados de bases do trapézio e um segmento perpendicular a estas
bases é chamado de altura do trapézio. Seguindo os esquemas abaixo, vemos



que com duas cépias do trapézio de basesb e BB e de altura h pode-se construir
um paralelogramo de base b+ B e de altura h. Por isto, a drea do trapézio de
bases b e B e altura h é a metade da area do paralelogramo de base b+ B e

b+ B) x h
altura h. Logo a area deste trapézio é %
b b B
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De outro modo, a area de um trapézio de bases b e B e de altura h também
pode ser calculada da seguinte maneira. Tracando uma diagonal do trapézio,
como estd indicado na figura a seguir, vemos que é possivel dividir o trapézio
em dois triangulos: um de base b e de altura h e o outro de base B e de altura
h. Somando as dreas destes tridngulos obtemos a area do trapézio:
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Propriedades Importantes

Propriedade 1

A drea de um tridangulo nao se altera quando sua base permanece fixa e o
terceiro vértice percorre uma reta paralela a base.

Na figura acima, a reta r é paralela a BC. Os triangulos ABC e A’ BC tém
mesma area, pois possuem mesma base e mesma altura.

Propriedade 2



Em um tridngulo, uma mediana divide sua area em partes iguais.

Defato, os dois triangulos interiores possuem mesma base e mesma altura.
Logo, possuem mesma &rea.

Quando duas figuras possuem mesma &area, dizemos que elas sao equiva-
lentes. Portanto, o enunciado desta propriedade pode ser: ”Uma mediana di-
vide o triangulo em dois outros equivalentes.”

Propriedade 3
Se dois triangulos tém mesma altura, entao a razao entre suas areas € igual

a razao entre suas bases. A afirmacao acima tem comprovacao imediata a partir
da férmula que calcula a drea do triangulo.




